Produit scalaire-cours lére-Spécilalité

Chapitre 9 : Produit scalaire

I. Définition du produit scalaire par le cosinus

Définition : Soit =AB et v=AC deux vecteurs non nuls.

1. On appelle produit scalaire des vecteurs U etV noté
U.V le nombre réel défini par :

|

u. v =|[t||x|[v||x cos BAC ;
ou encore

V=AB.AC=ABXACX cos(BAC)

<)

2. Si u=00ouv=0 alors u.v=0

Définition : On appelle carré scalaire du vecteur AB le réel noté AB’=AB.AB

Propriété : Z>B2=||Z>B||2=AB2

Démonstration :
D'une part, ||AB||=AB donc || AB|f=AB’

D'une part, AB’=AB.AB=ABX ABxcos 0= ABX ABX1=AB’
Conclusion :  AB’=||AB|['= AB’

Cas particuliers des vecteurs colinéaires

AB et AC sont colinéaires et de méme sens AB et AC sont colinéaires de sens contraires

>
(e}

AB.AC=ABXAC xcos(7)=—ABXAC

AB.AC=ABXAC xcos(0)=ABX AC
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Exercice 1: ABDC est un parallélogramme tel que AB=5,AC=4 et BAC—E . Calculer :

AB.AC AB.CD DB.CD

II. Définition du produit scalaire par le projeté orthogonal

1. Définition

Propriété : A, B et C sont trois points avec A et B distincts. c
On note H le projeté orthogonal de C sur (AB).
Onaalors AB.AC=AB.AH

Démonstration :

_ T
1° cas : l'angle BAC est aigu donc 0<a<?

= AH
Dans le triangle AHC rectangle en Hona cos( HAC)==—= doi

AC
KB.KC=AB><AC><cos(EAC)=AB><AC><%=AB><AH "

" & I

N — ][
2*™ cas : langle BAC est obtus donc o <#<7

—_—

AB.AC=ABXAC xcos(BAC)= ABx AC X cos( 7 —HAC)

[(T-"""" Ao

AB.AC=—ABXAC xcos(HAC)=—ABx AH ‘ :

X — 71
3™ cas : I'angle BAC est droit donc GZE

Le point H est alors confondu avec A.

KB.?\’c=AB><AC><cos(EZ\C):ABxACxCos(%)

AB.AC=ABXACX0=0 -
AB.AH=AB. AH=AB.0=0
Conclusion : dans fous les cas ona AB.AC=AB.AH #
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2. Proprietés de bilinéarité du produit scalaire

Propriété : et v désignent deux vecteurs.Ona U.V=V.U

Remargque : . Le produit scalaire est dit symétrigue.

Démonstration :
i.v=AB.AC=ABXACXcos(BAC)=AC X ABxcos(CAB)=AC.AB=V .1 #

Propriétés (admises) : ¥ , v , w désignent trois vecteurs et k désigne un nombre réel. Ona:

1. (U+v).w=t.w+v.w

<t

2. U.(V+w)=u.v+i.

Remarque : . Le produit scalaire est dit bilinéaire

Exercice 2 : Le triangle ABC est équilatéral de c6té 4cm. Le triangle BCD est
isocele en D et BD = 3. A l'aide de la figure ci-contre :
1. Démontrer que les droites (AD) et (BC) sont perpendiculaires . 3
2. Calculer AD.BC A
3. Calculer CI.BI puis CI.BD
4. Calculer IA.ID puis IA.BD
5. Endéduire BD.CA
Exercice 3 :
A l'aide des formules de bilinéarité du produit scalaire, calculer :
(ﬁ+\7)2 (E—T/)z (i+v).(a—V)

1. Qu'observez-vous ?
2. Aldide des expressions de (ii+V)* et (i—V)* en déduire une nouvelle expressionde 1.V
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ITI. Caractérisation de I'orthogonalité par le produit scalaire

Définition : Etant donné deux vecteurs non nuls 7 et ¥
et trois points A,BetC telsque ti=AB;v=AC ,

(1) les vecteurs U et Vv sont dits orthogonaux c
lorsque les droites (AB)et (AC) sont perpendiculaires.

_
v
————————————————————
a
o
B

(2) Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur du plan. A

Propriété : Deux vecteurs Uet v sont dits orthogonaux si et seulement si . v=0

Démonstration :

1 cas : si 4=0ou v=0 alors “et v sont orthogonaux car le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur
du plan.

2éme cas i si U#0 et V=0 alors considérons trois points A,B et C tels que i=AB et v=AC

li.v=AB.AC=ABX ACX cos(BAC)=0« cos(BAC)=0< BAC=90°<(AB) L(AC) =i LV
#

IV. Définition du produit scalaire dans une base orthonormée

Propriété : Etant donnés deux vecteurs U(x.,y)et v(x ' y’) dans une base orthonormée, on définit
le produit scalaire de  lietdeV par U.v=xXx+yxXy'

Attention : cette définition du produit scalaire n'est valable que dans une base orthonormée !

Démonstration :

On considére une base orthonormée du plan (

Onadonc (i)=|[ill=1et(j)=|jll=1eti.j
(x;y)doncii=xi+yjetv(x';y') donc

; T

On déduit que . V=(xi+yj).(x i+y j)=xx'(if+xy i j+yx'j.i+yy (jP=xx'+yy’  #

5/7




Produit scalaire-cours lére-Spécilalité

Propriété : Si u(x.y) dans une base orthonormée alors ||a’||:\/f X’ +y’

Démonstration :

On considére une base orthonormée du plan (_{, _j) .
Onadonc (i)=|ill=1et(j)=|jll=1leti.j=j.i=0 et &(x;y)donci=xi+yj
On déduit que  ||ii|*=(ii)*=(i.1)=xXx+yXy=x>+y* donc |[i||=Vx*+y’ #

Propriété : Etant donnés deux vecteurs u(x,y)et V(x ' y ') dans une base orthonormée, ona:

Ulvexx'tyy =0

Démonstration: U1lve . v=0exx"+yy '=0 #
Exercice 4 :

Dans un repére orthonormé, on considére les points A(—5;7); B(6;—3)et C(—1;4)

Calculer AB.AC; AB.BC et AC.CB

Exercice 5 :

Dans un repére orthonormé, on considére les points A(0;—1);B(—7;—2);C(—9;12) et
D(—6;—9) .Démontrer que les droites (AB)et (CD) sont perpendiculaires.

V. Applications du produit scalaire

1. Calcul de |ja+V|f

Propriété : Etant donnés deux vecteurs et v ,ona |[a+v|=||t|f+|[V|+21.V

Démonstration :
D'aprés les formules de bilinéarité du produit scalaire, ona (ii+V )'=(u)’+24.v+(V)* .
Or  (a+v)=[[u+V|] et (@) =[] et (v)'=[[V|]" dot |la+v|’=[dll+|[vI+2a.v #

Exercice 6 : c
/ . D
Dans le parallélogramme ABCD ci-contre, calculer AC.

V2

Exercice 7 :
ABCD est un parallélogramme tel que AB=6,AD=8et AC=12 .Calculer AB.CA
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2. Théoréme d'Al-Kashi

Théoréme : ABC est un triangle.

& =8 +F-2bcts A
B=d+F-2a s B ]
G=d+b-2abcs C B a
Démonstration
Montrons la 1ere égalité. Les deux autres s'obtenant de maniére identique.
BC?=BC’=(BA+AC ’=BA>+2BA.AC+AC’= AB'~2 AB. AC+AC’= AB*+ AC*—2 AB AC cos BAC
d'ou le résultat #

Exercice 8 : Dans un triangle ABC ,ona AB=5;AC=4 et A=30° .Calculer BC
Exercice 9 : Dans un triangle ABC ,ona AB=6;AC=3et A=120° .Calculer BC

Exercice 10 : Dans un triangle ABC ,ona AB=10;AC=13 et BC=12 .Calculer A au degré prés.

3. Triangle rectangle et cercle

Propriété : Le cercle de diamétre [AB] est I'ensemble des points M du plan tels que MA .MB=0

Démonstration :

Soit Q le centre du cercle de diamétre [AB] noté C([AB])

Pour tout point M du plan, ona:
MA.MB=(MQ+QA).(MQ+QB)=(MQ+QA).(MQ-QA)=(MQ)—(QAY)

Ainsi,
MA . MB=0=(MQ)—(QAP=0=(MQ)=(QA) M Q=QA<MecC([AB]) #

Propriété : Un point M distinct de A et de B appartient au cercle de diametre [AB] si et seulement
si le friangle ABM est rectangle en M.

Démonstration

Soit M un point du plan distinct de A et de B.

M appartient au cercle de diametre [AB] si et seulement si MA .MB=0 siet seulement si (MA) et
(MB) sont perpendiculaires si et seulement si ABM est rectangle en M. #
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