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Chapitre 8 : équations polynomiales

I. Reésolution des équations du second degré a coefficients réels

Dans cette partie, a, b et ¢ désignent trois nombres réels et z est un nhombre complexe.
On cherche a résoudre dans C I'équationa z® +bz+c=0.

Définition : On appelle discriminant du trindme az? + bz + ¢ (avec a # 0) le nombre, noté A, défini par

A = b? - 4ac

Théoréme : Soit az? + bz + ¢ (avec a # 0) un trindme d'inconnue z dans € et A=b? - 4ac son
discriminant.
—b+/A _—b-VA

« Si A>OQalors le trindme a 2 racines réelles distinctes x,= 5
a

et Xx,

« Si A=0adlors le trindme a une seule racine réelle X, :2_0

« Si A<Oalors le trindme a deux racines complexes conjuguées

—b+iV—A —b—iv—A
hET . R R

Preuve ducas A<0

P(z)=azz+bz+c:a[22+gz+§]:a[(z+%)z—%§lz+§]:a[(z %)2—%]
2
Plz)=al(z+55) 5]
Si A<0 alors A=(iv=A)* et par conséquent P(z):a[(z+%)2—(i\/2;—A)2] qui se factorise en
P(z)=al(z+ =) ~(B B 2+ o)+ (B R Jmal24 2B 2 20,
donc le trinéme a bien deux racines complexes conjuguées le% et zzz% #
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Remarque : les deux autres cas ont été démontrés en lére.

Exercice 1:
Résoudre dans C les équations :

z°-6z+25=0 2'—4=0 —10Zz°+2z—1=0 ' +62°—7=0

II. équa'rions polynomiales a coefficients réels

Définition : Etant donné un entier naturel n et (n+1) hombres Oy, 0ty , O, , ..., O, avec o, #0  on
appelle fonction polyndme de degr'é n a coefficients réels (ou polyndme de degré n) , la fonction P

définie sur C par P(z Zak

L'équation P(z)=0 est appelee équation polynomiale de degré n.

Remarque : un polynéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Définition : Lorsque Z ockzk avec 0,70 , onnote deg(P) = n, le degré du polyndme P.
k=0

Remarque : Lorsque d,=1 , on dit que P est unitaire.

Propriété : Etant donnés a et z deux nombres complexes, pour tout entier naturel non nul n, ona:

n—1
-1-k _k
'—a'=(z—a)x ). 7"
k=0
Preuve :
Soient geC et neN° .Ona:
n—1 — n—1 n—1 ( |
1=k gk n-l-k kel n—(k+1) _k+1
(2—a)x2 2" Z ‘a'-2 2 Zz a'=2 2"
k=0 k_O k=0
n—1 n—1
1=k ok 1=k gkl —(k+1) _k+1
(z—a)x 2 2" Z Zz” ' Zz -2 et
k=0 k=0 k=0
n—1 —
1=k gk k —1 1
(z—a)x D). 7" ZZ a—Zz” a enposant I=k+1
k=0 1 1
n—1 —
1=k gk — k -1 1 -
(z—a)x D, 7" “Xa +Zz = " d - xd" =" " #
k =0 =
n—1 n—1
. —k Kk —1-k _k+1 p .
Remarque : on dit que les sommes Z z" "a —z z" a”’ sont télescopiques.
k=0 k=0
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Remarque : on dit que, pour tout entier naturel n non nul, z"—q" se factorise par z—a

Propriété : Soient a€C et P un polyndme de degré supérieur ou égal a 1.
Si P(a)=0 alors P se factorise par z—a autrement ditsi P(a)=0 alors il existe un
polyndme Q avec deg(Q)=deg(P)—1 telque Vze€C,P(z)=(z—a)Q(z)

Preuve : On considere un polynéme complexe P de degré n=1 a coefficients réels. Il existe n+1
n
réels 0,,0,,...,0., avec o, #0 tels que, pour tout nombre complexe z |, P(z)zz a, A
p=0

Soit a€C telque P(a)=0 alors, daprés la propriété précédente, pour tout entier naturel non nul

p—1
p ., z2f—a’=(z—a)), 2" "*d"
k=0
Comme P(a)=0 , alors, pour tout nombre complexe z

p—1

P(Z):P(Z)_P(G)ZZ;OLPZP— 2 apapzzi‘aap(zp_ap)zzi:l O(p(z—a)z SP1k gk

k=0

P(z)=(z—a) i ocp(g z"lkak)Z(z—a)ng1 cxp(zp71+azp72+...+apfzz+ap71)=(z—a)Q(z)

p=1
Comme 0., #0 estnonnul, Q estun polyndme de degré (n—1) , d'oti le résultat. #

Exercice 2 : A l'aide de la formule ci-dessus, factoriser z°—a°;7z’—a’;z*'—a’ et 2°—d°

Propriété : Pour tout entier naturel n, un polyndme de degré n admet au plus n racines.

Preuve : Pour n€IN ,onnote R, la proposition « Un polynéme de degré n admet au plus n racines ».
Démontrons par récurrence que R, est vraie pour tout n€N

Initialisation : un polynéme de degré O est une constante non nulle donc n'a pas de racine donc R, est
vraie.

Hérédité :
hypothése de récurrence : on suppose qu'il existe un entier naturel n pour lequel R, est vraie.

Soit P un polynéme de degré (n+1)

Si P n'apas de racine, il en compte alors O et 0<n+1 donc R,., est vraie.

Si P admet au moins un racine , alors, d'aprés la propriété précédente, il se factorise par z—a : il

existe donc un polynéme Q de degré n , tel que, pour tout nombre complexe z ,
P(z)=(z—-a)Q(z)

D'apres I'hypothése de récurrence, QQ aauplus n racines, ce qui fait que P enaauplus n+1

Conclusion: R, est initialisée aurang n=0 et héréditaire donc vraie pour tout entier naturel n

daprés le principe du raisonnement par récurrence. #
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Exercice 3 : Soit P(z)=z'—22z’+z—2 un polyndme complexe a coefficients réels.

1. Trouver une racine réelle évidente a de P
2. Endéduire une factorisationde P par (z—a)
3. En déduire toutes les racines de P

Exercice 4 : mémes questions avec P(z)=2z’+3z-5

Propriétés (admises) : Formules de Viete

Soit nelN et P(z)zz ockzk un polyndme de degré n (avec @,#0 alors:
k=0

. / \ an—l
* la somme des foutes ses racines est égalesa ——
n

+ le produit de toutes ses racines est égal & (— 1)"><a—:

Application : Soient z;=1+2i et z,=1—-21i les racines d'un polyndme unitaire P

Comme Z,+z,=2 et zl><22:12+22:5 alors z, et z, sont les racines du polynéme P sur C

défini par P(z)=z"—2z+5

Résumé du cours sur les nombres complexes par carte mentale

( carte mentale )

Prolongement
> des propriétés
| de calcul de |2

it=—1etzeC
.| = il existe deux unigues
réels a et b tels que
z=a+ib

~—>| Ensemble C

p. y
NOMBRES COMPLEXES :

POINT DE VUE
ALGEBRIQUE

Equation az’ + bz + ¢ =0, les racines sont

% _ s f .
( —bEWIAl G A=p—tgc<0
\ B i 2a
— Equations
polynomiales

Factorisation d'un polynome par
(z— a) lorsque « est une racine
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Formule du bindme :

(u+v)" =i ( E) Rk

k=0

| Conjugué d’un nombre
complexe:z=a—ib

Forme algebrique

—>| d'un quotient de

nombres complexes




