Trigonométrie-cours. 1ére-Spécilalité

Chapitre 7 : Trigonométrie

I. Cercle trigonométrique

Définition : Soit (O ; I, J) un repére orthonormé du plan. On appelle cercle trigonométrique C le
cercle de centre O et de rayon 1 muni d'un sens positif (le sens contraire des aiguilles d'une montre)
appelé sens trigonométrique ou sens direct.

b | =

Dans le plan muni du repére orthonormé (O ; I, J), on considére le
cercle trigonométrique C et on appelle D la droite graduée d'origine T
paralléle a (OJ). Pour tous les réels x, en enroulant cette droite sur le
cercle trigonométrique, on fait correspondre au point de coordonnées
(1: x) de la droite D un point du cercle C.

Propriété : En enroulant la droite D autour du cercle C, on
associe a tout réel x un point du cercle.

Propriété : Soit M un point du cercle trigonométrique associé a
un réel x. Ce point M est également associé a tous les réels de la
forme x + 2kn , keZ

Remarque : quand XE[0;2m] , alors x représente la longueur de l'arc de cercle d'origine I et d'extrémité M.
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Quelques positions particulieres :

b
-
[

w|a
N |2

bid T
X 6 4

Angle associé | 30° 45° 60° 90°
en degré

Méthode - Placer un point sur le cercle trigonométrique

197

On veut placer le point du cercle correspondant au réel e

Le réel étant positif, on va tourner dans le sens trigonométrique.

n
o Pour cela on place le point du cercle correspondant au réel g
On reporte ensuite 19 fois I'arc de cercle correspondant.
, 19 _12n+7m _ 77 _ T
e On peut également constater que T—T—2n+?—2n+n+§

On mesure ensuite, a partir du point correspondant a m, un angle de 30°.

. . . . 77 . .
On arrive ainsi sur le point correspondant au réel —-= sur la figure ci-dessus.

Méthode - Deux réels sont-ils représentés par un méme point sur le cercle ?

L 177 p p a .
On veut savoir si et —- sont représentés par le méme point sur le cercle

35m
6 6
357 17m_18m _
6 6 6
31 ne peut pas s'écrire sous la forme 2km avec k entier.
37 ne correspond pas a un nhombre entier de tour complet du cercle trigonométrique.
Les 2 réels ne sont donc pas représentés par un méme point.

371

trigonométrique. Pour cela on calcule

Exercice 1: Sur un cercle trigonométrique, placer les points A, B, C et D associés aux réels :

/A o4 37 9
6

/4 2 a4 1
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II. Cosinus et Sinus d'un réel

1. Définitions

Définition : Soient (O ; I, J) un repére orthonormé et C le cercle trigonométrique de centre
O. Pour tout point M du cercle image du réel x, on appelle :

cosinus de x, noté cos x, l'abscisse du point M.
sinus de x, noté sin x, I'ordonnée du point M.

Le point I, correspondant au réel O, a pour
abscisse 1 et pour ordonnée O donc
cosO=1etsin0=0

. ’ E
Le point J, correspond au réel > , apour

abscisse O et pour ordonnée 1 donc
cos Z=0 et SID =1
2 2

2. Propriétés

Propriété : Pour tout nombre réel x, ona:
« -l<cosxc¢l
« -lesinxel
cos? x+sin’ x=1

Remarque : pour tout x, tel que O < x< 5 , on retrouve les définitions des cosinus et sinus ainsi que les

propriétés vues au collége, a l'aide du théoréme de Pythagore.

Quelques valeurs particuliéres a connditre :

il T T fid

x 0 6 4 3 2
V3 V2 1

1 ALs Ne = 0
CoS X 2 2 2

sin x 0 l ﬁ \/3 1
2 2 2
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Propriété : COS(%):% et sin( ):ﬁ

wlN

Démonstration

T
Soit M le point du cercle trigonométrique associé auréel 37 et H son projeté orthogonal
sur l'axe (OI)

Les segments [OI] et [OM ] sont deux rayons du cercle trigonométrique donc OM=0OI et
le triangle OMI est par conséquent isocéle.

T2y Y 4
On a de plus IOM—E donc le triangle isocéle OMI est équilatéral.

1
On déduit que la hauteur (OH) est aussi médiatrice de [OI] donc OH:E

<Z donc cos(Z)>0 donc cos(ﬂ)=OH=l
2 3 3 2

Ona également W x€IR,cos’(x)+sin’(x)=1 donc en particulier :

Or 0<

wlx

2 2 5}
COSZ(%)+Sin2(l)=1@(%) +sin2(%):1@sin2(%):1—(%) :%a sin(%)\/gzg

w

)=

~ |G

Conclusion : cos(l):l et sin
37 2

w N
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2 2

Propriété : cos(%):7 et sin(%):

Démonstration

T
Soit M le point du cercle trigonométrique associé auréel 4 et H son projeté orthogonal
sur l'axe (OI)

Ton — L
Le triangle OMH est rectangleen H et HOM —°4 donc OMH est rectangle et

isoceleen H .

Or 0<%<% donc OH:cos(%)et HM:sin(%)donc cos(Z)=sin (

NG}
NI

Ona VW x€R,cos’(x)+sin’(x)=1 donc en particulier COSZ(%)‘*Sirj(%):l
2 ) pgin?(Z )= 2( )= JE AN z_\/l ay-_ |1
cos’(Z)+sin (4 )J=1<2cos (4)—1©cos (4)—2_®cos(4 )= 5 ou cos( 4)— >
Comme COS(%):OH>O on déduit que cos(%)Z%
on: cos(Z)=Y2 ot sin(Z)=¥2
Conclusion :  cos( 4 )= 5 et sin ( 4) > #
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3. Cosinus et Sinus d'angles associés

Pour tout réel x ,ona:

cos(—x)=cos(x) sin(—x)=—sin(x)
cos( x+)=—cos(x) sin (7 +x)=—sin(x)
cos( 7 —x)=—cos(x) sin (7 —x )=sin(x)
COS(%—X):SiD(X) s1n(%—x):cos x)
COS(%+X) —sin(x) s1n(%+x):cos(x)

Démonstration
M(a) et M(-a) sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses
donc cos(-a) = cos(a) et sin(-a) = - sin(a)
M(a) et M(a + m) sont symétriques par rapport a |'origine
donc cos(a + 1) = -cos(a) et sin(a + 1) = - sin(a)
M(a) et M(mr-a) sont symétriques par rapport a |'axe des ordonnées
donc cos (m-a) = - cos(a) et sin(m-a) = sin(a)
M(a) et M(T/2 - a ) sont symétriques par rapport a la lere bissectrice
M(m/2 +a)et M(/2 - a ) sont symétriques par rapport a I'axe des ordonnées
(car (m/2 +a)/2+(M/2-a)/2= 1/2)
donc cos (/2 +a) = - cos (/2 -a)=-sin(a) et sin (n/2 +a)=sin (/2 -a) = cos (a)

n

m rns( .1'] = sinXx
l"i:l!'illll—'-' .lr:| = —2inx 2
4 . L , M
m . =+ L x Eln { - _I:} COSX
5;:1[ | .r}l =¢osx |2 = ——,T_I_ 2
z l.,../-"'i.dﬂ'l:l,- fl T,
\ f *
/ g f \
! !
|II .'l !
) ) 'I'I!—_.'I.'."' I"u. I % X 1"'. x
| e v [ e
cos(Mm —x)= —cosx |/ . Wl - 1
: [ 1 ] - II i ." [ --___.,—- sim |
sin[w—=x) = sinx e W |
J — -y | -
| ___.-F"- -\""-\._ |
| T .
= =l cos|{—x) = cosx
m4xT —y| X
! ),-"f gin[—x) = —sinx i
coslm4x) = =cosx .
sin(m + x) = —sinx /
e -
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III. équaﬂons trigonométriques

1. Equation cos x = cos a

Propriété : L'équation cos x = cos a d'inconnue x, a pour solutions les hombres

a+2kn et -a+2kn oukezZ

Démonstration
- si —l<coxa<l
On considére le point H de [AA'] d'abscisse cos a. La
perpendiculaire en H a la droite (AA") coupe le cercle e
trigonométrique en M et en M' associé aux réels a et -a.
Les solutions sont donc les réels a+2kn et -a+2kn olkeZ

si cosa=1alors Hest en A ; les solutions sont donc les réels 0+2kn olkeZ

sicosa=-lalors HestenA'; les solutions sont donc les réels n+2kn oukeZ

2. équaﬁon sin x = sin a

Propriété : L'équation sin x = sin a d'inconnue x, a pour solutions les nombres

a+2kn et n-a+2kn oukezZ

Démonstration

si —1<sina<l1
On considere le point K de [BB'] d'ordonnée sin a. La

perpendiculaire en K a la droite (BB') coupe le cercle
trigonométrique en M et en M' associé aux réelsaet n—a .
Les solutions sont donc les réels a+2kn et n-a+2kn oukeZ r

T Y
- sisina=1alors K est en B ; les solutions sont donc les réels 2+2kJr ot kez

oukez

— 7T
sisina = -1alors K est en B' ; les solutions sont donc les réels ?J'Z kn
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