Nombres complexes point de vue géométrique - cours Term_Expertise

Chapitre 6 : Nombres complexes point de vue géométrique

I. Géométrie et nombres complexes

1. Plan orienté et repére orthonormé direct du plan complexe

Définitions :

* Unplan est dit orienté si un cercle du plan est orienté.

«  Tous les cercles sont alors orientés de la méme fagon.

* Le repére est dit (orthonormé) direct lorsqu'il est orienté dans le sens trigonométrique c'est a
dire dans le sens inverse des aiguilles d'une montre.

« Le plan est alors appelé plan complexe.

« L'axe (O;T) estappelé |'axe des réels et I'axe (O;V) est appelé axe des imaginaires
purs.

Remarque : Le repere est dit (orthonormé) indirect ou rétrograde lorsqu'il est orienté dans le sens des aiguilles
d'une montre.

Dans toute la suite, le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O;U,V)

2. Affixe d'un point et affixe d'un vecteur

Définitions : 4

S M

* A tout nombre complexe z=a+ib avec aet b réels, on 3 |

associe dans le plan complexe un point unique M de :

coordonnées (a;b). 2 I

|

« Réciproquement, a tout point M(a;b) du plan complexe, '] :

on associe un nombre complexe unique v - !
-1 0 i 1 2 3 4 a 5

* z=a+ib appelé affixe du point M ou affixe du vecteur

R

OM
Exercice 1 : déterminer les affixes des points U, V et A 1 Miz}
dans le repére (O;U,V) ci-contre.
A V
+ +
v I
0| u
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Exercice 2 : Compléter les phrases ci-dessous : o]
A a pour affixe ..... et pour coordonnées .........
B a pour affixe ...... et pour coordonnées ..........
C a pour affixe ..... et pour coordonnées ...
D a pour affixe ..... et pour coordonnées ..........
E a pour affixe ..... et pour coordonnées ........

Le vecteur OA a pour affixe.....
Le vecteur OB a pour affixe...... —e
Le vecteur OC a pour affixe.....
Le vecteur OD a pour affixe......
Le vecteur OE a pour affixe.....

Propriété : Soient U, et U, deux vecteurs du plan complexe d'affixe respective Zetz,

« Levecteur U +U, apouraffixe Z,*+z,
« Soit AER . Levecteur AU, apouraffixe Z,;=MZ;

Preuve : Soient U, et U, deux vecteurs du plan complexe d'affixe respective z,=a,+ib, et
z,=a,+ib, . Ainsi, U (a,;b,) et i,(a,;b,)
«  U,+U, apourcoordonnées (a,+a,;b,+b,) donc U,+U, a pour affixe
Zﬁ1+52:(a1+az)+i(b1+b2):(a1+ib1)+(az+ib2)

- Soit AER . Levecteur MU, apour coordonnées (haj; hb,) donc AU, a pour affixe

Z}\ﬁ;:}\a1+i)\.b1:}\4(al+ib1):}\4zgl #

Exercice 3 : On considére les vecteurs 1i(2;—5)et v(—1;3)
(a) Déterminer l'affixe Z;,;

(b) Déterminer l'affixe Z_s;

Exercice 4 : Soient U, et U, deux vecteurs du plan complexe d'affixe respective z;=3i+5 et
z,=1—i . Déterminer l'affixe du vecteur 5U,—U,
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Propriété : Soit A et B deux points du plan complexe d'affixe respective Z,etzg

Le vecteur AB apour affixe Zz=Zp—Z,

Z,+z,
2

le point I daffixe Z; estle milieu de [AB] si et seulement si z,=

Preuve : Par définition, les vecteurs OA et OB ont pour affixe respective Z,etzg

D'apreés le relation de Chasles, ona AB=AO+0OB=—0A+0B=0B—0A
On déduit que Zz3=Zgg— Zgp=Z2p—Z,

I est le milieu de [AB] si et seulement si AB=2AIl
Z,+Z,

2

On déduit que z,—z,=2(z,—z,)=22,—2z, soit z,=

Exercice 5 : Soit A(-1+2i) et B(-3-4i) deux points du plan complexe.

1.

Calculer z45

2. Soit I le milieu de [AB]. Déterminer son affixe.

Exercice 6 : Soit A, B et C trois points du plan complexe d'affixe z,=5—2i , zz=

z,=3+4i .Déterminer laffixe du point D tel que AD=3AB—BC

3. Module d'un nombre complexe

1—i et

Définition : Soit M le point d'affixe z
On appelle module de z et onnote |z| le réel positif ou nul égal & la
distance c'est a dire |z|=OM

Propriété : Soit z€C alors |z|=0=2z=0

Preuve : |z|=0=0OM=0<0 et M sont confondus < z=0
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‘Pr‘opr‘iéfé : Pour tout nombre complexe z=a+ib ona |z|:\/a2+b2 et [2'=zxz

Preuve : Soit M daffixe z alors M a pour coordonnées (a;b)
Le plan complexe étant rapporté a un repére orthonormé, ona :

|Z|:OM:\/(XM_XO>2+(YM_YO)ZZ\/(0_0)2+(b_0)2:\/02+b2
De plus, zxz=(a+ib)(a—ib)=a’—abi+iab—i’b’=a’+b*=[z" . #

Exercice 7 : déterminer le module de z=6—-8i

Exercice 8 :

a) Déterminer le module des nombres complexes z,=3i;z,=3+4ietz,=—4

b) Dans le plan complexe, les points C et D ont pour affixe respective 1 + 4i et 2-i .
Déterminer CD.

c) Soit A d'affixe Z, un point du cercle de centre O et de rayon 3. Calculer Z,Z,

d) Déterminer |'ensemble des points M du plan complexe d'affixe z tels que :
() |z—1—4i]=3
(b) |z—1—4i|=|z—2+i|

Exercice 9 :

Soit A, B et C trois points du plan complexe d'affixe z,=—3+i;z;=—1—-2ietz,=4+3Ii
1. Déterminer I'affixe du vecteur AB
2. Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.
3. Déterminer |I'affixe du centre I du parallélogramme ABCD.

Propriété : Soient zet z' deux nombres complexes nonnulset neZ  .Ona:

« zl=lz] et |-z|=[e]
IS AN
. |i,|=|i! si z'#0
z' |z
. |z"|=|z|" avec z#0 si n<0

«  Inégalité triangulaire : |z+z'|<|z|+|z’|

Remarque : I'inégalité triangulaire étant celle valable sur R avec la valeur absolue.
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Preuve des quatre premiers points en exercice
Dans le plan complexe, on considére deux nombres complexes
z=x+iyetz'=x'+iy'avec x,y,x"'et y'quatre réels.

1. Démontrer que |z|=|z| et |—z|=|z]

2. a) Démontrer que |zXz'|=|z|X|z'
b) Démontrer par récurrence que N/ neN’,|z"|=|z|" .

3. On suppose dans cette question que z'#0

T
r

a) Exprimer la forme algébrique de zi en fonctionde x,y,x'ety
2]
2]
c) En déduire alors que Y neZ’,|z"|=|z|" . #

si z'#0

b) En déduire que |£|=

r

Exercice 10 :
1+i

3—21i

Déterminer les modules des hombres complexes z,=(3-2i)(2+5i),2z,=(1-3i)’ et z,=

4. Argument d'un nombre complexe

Dans toute cette sous-partie, on suppose M distinct de O, c'est a dire

z#0 . On considere M’ le point de la demi-droite [OM) appartenant +

au cercle trigonométrique et on note O un réel associé au point M’ du /
E: I

cercle trigonométrique comme sur la figure ci-contre. /+
24

L& u

Définition : Leréel O estappelé mesure, en radians, de I'angle orienté (ﬁ;a\»/f)
Onnote (li;OM)=a+2kn(k€eZ)

Définitions : Lorsque M est le point d'affixe z avec z#0 ,unargument de z avec z#0 |, noté
arg(z) est une mesure de l'angle orienté (1i; OM) clest adire :

(ti;0M)=0+2kn(keZ)

La mesure d'angle appartenant & ]—m; ] est appelée argument principal de z
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Propriété : z désigne un nombre complexe non nul.
1. arg(z)=0+2kn(k€E€Z)< z est un réel strcitement positif
2. arg(z)=n+2kn(k€Z)< z est un réel strcitement négatif

3 arg(z):%+2kn(k€Z)® z est un imaginaire pur tel que Im (z)>0

4. arg(z)=—%+2kn(k€Z)®z est un imaginaire pur tel que Im(z)<0

Remarques :
« Si z=0 alors I'angle orienté (ﬁ; oM ) n'est pas défini. On ne peut donc pas parler d'argument de O.
* Unargument de 7z n'est pas unique puisque I'angle orienté (ﬁ ; OM ) admet une infinité de mesures,
toutes égales a un multiple de 27 prés.

Remarque : ces propriétés permettent de démontrer le parallélisme et I'orthogonalité de droites.

Preuve :

1. arg(z)=0+2kn(keZ)=(ii;OM)=0+2kn(keZ)
1 et OM colinéaires de méme sens < z est un réel strictemet positif

2. arg(z)=n+2kn(k€Z)e=(ii;0M)=n+2kn(keZ)
<1 et OM colinéaires de sens contraires < z est un réel strictemet négatif

3 arg(z)=%+2kn(k€Z)®(ﬁ,’5]\71)=%+2kn(k62)

© M appartient a la demi-droite [O ;V )< z est un imaginaire pur tel que Im(z)>0

4. arg(z)=—%+2kn(k€Z)@(ﬁ;aﬂ)=—%+2kn(k62)

< M appartient & la demi-droite [ O; w )avecw (—i) < zest un imaginaire pur tel que Im (z)<0

#
Exercice 11 :
5.

Déterminer les arguments des nombres complexes z,=—2; 22—51
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II. Forme trigonométrique

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O;1,V)
On considére un nombre complexe non nul z=x+iy avec x€R et yeR
On note a=arg(z)+2kn(k€eZ) et r=|z|

1. Forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul.

Propriété : Pour tout nombre complexe non nul z=x+iy ona:

« x=rcos(a) et y=rsin(a) - /
« Deplus, z=r(cos(a)+isin(ct)) avec |

a=arg(z)+2kn(kezZ)

Miz]

o T

Remarque : cos(oc):% et sin (o) =

S <

Preuve :
Ona 1u.OM=||ii]|x OMxcos(ii; OM)=1xX|z|Xcos(a) .
Or le repére est orthonormé donc ii.OM=1Xx+0Xy=x .On déduit que x=|z|cos()

De méme, v.OM=|[v||[xOM Xcos (v ; OM )=1x|z|xsin(1i; OM)=|z|xsin (&)
Or le repére est orthonormé donc v.OM=0Xx+1Xy=y .On déduit que y=|z|sin(c)

Conclusion : z=x+iy=|z|cos(c)+i|z|sin (e )=|z|(cos(a)+isin()) #

Définition : On appelle forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul, |'écriture
z=r(cos(a)+isin(o)) dunombre complexe zavec r=|zleta=arg(z)+2kn(k€Z)

z=2(cos(—%Z)

.. I _
Exemple : +i sm(—z)) est une forme trigonométrique de z=v2—i2 .
Exercice 12 : o

1. Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe z,=—+5+i+5 .

2. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe Z, de module égal d 4 et d'argument
T

6

Exercice 13 :
2 .2
1. Déterminer la forme algébrique de z=4 (cos (Tﬂ)ﬂ sm(?ﬂ))

2. Déterminer la forme trigonométrique de z'=—5-5i+/3
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Propriété : Pour tous nombres complexes honhuls zet z' ona:

|z[=]z|
arg(z)=arg(z')+2k x(k€Z)

z7=z7'e

Preuve :
« Onsupposeque zet z' , alors |z|=|z'|et arg(z)=arg(z')+2kx(keZ)
«  Réciproquement, on suppose que |z|=|z'| et arg(z)=arg(z')+2k 7 (k€Z)
alors, z=|z|(cos(a)+isin(a))=|z'|(cos(a)+isin(a))=z" #

Propriété : Pour tous réels aet b ,ona:

cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b)
«  cos(a—b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b)

«  sin(a+b)=sin(a)cos(b)+sin(b)cos(a)
«  sin(a—b)=sin(a)cos(b)—sin(b)cos(a)

Preuve :
Soient aet b deux réels et on définit dans le plan complexe les points M;(cos(a)+isin(a)) et
M,(cos(b)+isin(b)) situé sur le cercle trigonométrique.

1.
Ainsi OM,=OM,=1 et (i;0M,)=arg(z, )+2kx(k€Z)=a+2kx(kEZ) et
(i;OM,)=arg(z, )+2kx (ke Z)=b+2k x(k€Z) |

—_—

Ona (OM,;OM,)=(OM, ;ii)+(ii;OM,)=—(ii; OM, )+(ii;OM,)=—a+b=b—a+2k 7 (k€Z)

On obtient donc cos(OM,; OM,)=cos(b—a)=cos(—(a—b))=cos(a—b) .

D'une part, OM,.OM,=0M,XOM,X cos(OM,; OM,)=cos(a—b) .
D'autre part, le repére est orthonormé, donc (ﬁ/li O_Z\/.T2 =cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b) dou
cos(a—b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b) .

Par ailleurs, cos(a+b)=cos(a—(—b))=cos(a)cos(—b)+sin(a)sin(—b) .
Or, cos(—b)=cos(b) et sin(—b)=—sin(b) donc cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) .

2. Pour tout réel x |, cos(x)= sm(%— x) et sin(x ):COS(%—X)
sin(a+

d'ol pour tous réels aetb b)= Cos(g—(a+b)):cos((%—a)—b)
sin(a+b)=cos(%—a)cos(b)+sin(%—a)sin(b)

sin(a+b)=sin(a)cos(b)+sin(b)cos(a)
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sin(a—b)zsin(a+(—b)):sm(a)cos( b)+sin(—b)cos(a)
Or, cos(—b)=cos(b) et sin(—b)=—sin(b) donc
sin(a—b)zsin(a)cos(b)—sm(b)cos( ) . #

Propriété : Pour tout réels a ,ona:

*  cos(2a)=cos’*(a)—sin’*(a)=2cos’(a)—1=1-2sin’(a)
- sin(2a)=2sin(a)cos(a)

Preuve : ce sont des cas particuliers de la propriété précédente avec b=a . #

Propriété : zetz' désignent deux nombres complexes non nuls et n désigne un entier naturel.
- arg(z)=—arg(z)+2km avec (ke Z)
- arg(—z)=arg(z)+n+2kn avec (keZ)
. arg(zXz ')=arg(z)+arg(z')+2kn avec (keZ)

*  arg(z")=narg(z)+2kn avec ke Z

NN

- arg(=')=arg(z)—arg(z')+2k  avec kEZ

Exercice 14 : B
Soit z=+3+ietz'=1+V3i deux nombres complexes.

1. Déterminer |zz'|puisarg(zz') .

2. Déterminer

z| . (z)
—|pusarg|— | .
z z

3. Déferminer |z puis arg(z°) .
4. Déterminer |z'|° puis arg(z'®) .

Exercice 15 :

1. Soit z=%+i73 . Déterminer la forme algébrique de z*°'

V3—i
1-i

2. (a) Déterminer la forme algébrique puis trigonométrique de Z=

cos(L) et sin(L)

(b) En déduire les valeurs exactes de 12

12
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III. Forme exponentielle d'un nombre complexe

1. Notations exponentielles

Définition : Pour tout réel @ ,on définit I'exponentielle imaginaire (ou exponentielle complexe) de
a par e'“=cosa+isino

A savoir :
. e’=1lete’™=1
. i3
e ‘=i
. ein:_l

. le'“|=1 et arg(e'*)=a+2kn (k€Z)

Propriété : Soit aeta’' deux réels.

. . . , 1 —io_ _ia e ila—a’) i i
e'“xe' ' =e' " Jase = T (e")"=e"" ,neN

Preuve :

e Soit aeta' deuxréels.On a:

e'“xe'* =(cosa+isina)x(coso'+isino’)

e'“xe'* =(cosacosa'—sinasina')+i(cosasino '+sinacoso’)
e
e

e'“xe'* =(cosacos o.'—sinasino. ' )+i(sino.coso'+sina ' cos ot )
e'*xe' ' =cos(a+a')+isin(a+a’)=e*""

e Pour o'=—a ,onobtient:
eio.xe—i(x:ei((x—a):eiXOZ1 dOHC e—i(v.: 1

io

Or e—ioc: Cos(—()(,)+l'Sin(—(l):COS(Q)_iSin(G):em d'ou le résultat.

e Soit aet o' deuxréels.On a:

ia
e.—,:e’.“x.i,:emxé"“':e
100 1o

e

i(la—a')

« Soit 0€ER et n€EZ . Lapropriété (e'*)"=e"* s'obtient par récurrence sur n . #
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Définition : Tout nombre complexe z#0 s'écrit sous une des formes exponentielles z=|z|e'*
avec a=arg(z)+2kx(keZ)

Propriété : Etant donnés deux nombres complexes non nuls tels que  z=|z|z'* et z'=|z'|e'* alors:

ila+a’)

y zXz'=|z|X|z]" ¥ e

ina

*  VnelN,z"=|"%xe

|Z| ila—a’)

' |Z1|

Preuves : découlent immédiatement de la définition et des propriétés de I'exponentielle imaginaire. #

Exercice 16 : déterminer une forme exponentielle de  z=(—1—i)(3+3i+3)

2. Formules d'Euler et de Moivre

Formule d'Euler : Pour tout O€R ,ona:

i0 —ib i0 —if

e +e e

cosf=—— -
2 21

Preuve : évidente & partir du 1/ qui résulte de la définition de ¢ et de la parité des fonctions

cosinus et sinus. #

Formule de Moivre : Pour tout O€IR et pour tout n€Z ,ona:

(cos(0)+isin(0))"=cos(n0)+isin(no)

Preuve : s'établit par récurrence sur n #
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3. Applications

Propriétés : Soit 0OetO' deux réels.
1. cos(0+0')=cosOcosO'—sinOsin0' et sin(0+0')=sinBcosO'+cosOsin0O’
2. cos(0—0')=cos0cos0'+sinOsin®’' et sin(0—0')=sinBcosO'—cosOsin0O’

3. cos(20)=cos’6—sin’0 et sin(260)=2sin6cos6O

Preuve :
Les formules précédentes permettent de retrouver les formules d'addition et de duplication.

e "= xe'" < cos(0+0')+isin(0+60)=(cosH+isind)X(cosO' +isin0’)

""" =¢'"%e'" < cos(0+0')+isin(0+60')=(cosOcosO'—sinOsin O ' )+i(cosOsin O '+sin O cosO ')
d'ou par identification :
1. cos(0+0')=cosOcos0'—sinOsin0®' et sin(0+0')=sinBcosO'+cosOsinO’
On déduit alors :

2. cos(0—0')=cosOcos O +sinOsin®’ et sin(0—0')=sin0cosO'—cosOHsinO’

3. cos(20)=cos’0—sin’0 et sin(26)=2sinBcosH #

Exercice 17 :
On considére les points A, B et C d'affixes z,=3+i,zz=2—iet z;=1+2i
Démontrer que le triangle ABC est rectangle isocele.

Exercice 18 : _
3 343,

1. Montrer que z° estréel avec 2=+l

2. Linéarisez cos’0

Exercice 19 :
A, B et C sont trois points du plan complexe d'affixes zA:\/Eelz,zB:4+2i et z,=—5—1i
Montrer que A, B et C sont alignés.
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IV. Applications géométriques

1. Démontrer avec des nombres complexes

Propriété : Soient A et B deux points d'affixe respective Z, et Zy dans le plan complexe.
La distance AB est égale & AB=|z,—z,|=|z,—z

Preuve :
Dans un repére orthonormé,

AB=1(xz—x, ) +(y,—y .=

XB_XA)+i(Yb_YA)|=|<XB+i yb)_<XA+iyA)|:|ZB_ZA‘

Propriétés : Soient A et B deux points d'affixe respective Z, et Z; dans le plan complexe.

1. L'ensemble (E) des points M d'affixe z tels que ‘Z—ZA‘Z‘Z —ZB| est la médiatrice de

[AB].

. Si r€R,r>0 alors I'ensemble (E') des points M d'affixe z tels que |Z—ZA|=I‘ est le
cercle de centre A et de rayon 1 .

Preuve :

©|z—z,|=|z—z< AM =BM < M appartient a la médiatrice de [ AB]

= \z '/ A\ =r &AM =r < M appartient au cercle de centre A et de rayon r

Propriétés :

Soient A,B et C trois points deux a deux distincts d'affixe respective Z,,Zp et Z;

1. (i;AB)=arg(z,—z,)+2kx (ke Z)
2. (AB;AC)= Mukn(kez)
arg(z,-z,)
Preuve :
1. Onsait que AB apour-affixe Zg—Z, .On considére le point M d'affixe Zz—2, ,alors
OM=AB doi (ii;AB)=(1i;0M)+2kx(keZ)
Onadonc (U; M) arg(z,—z,)+2k '7(k'€Z)

On obtient bien (

-

rg
i; AB)=

(i;OM)+2k r=arg(z,—z,)+2k "' 7 (k"'€Z)
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2. D'apres la relation de Chasles sur les angles orientés, ona : :

(AB; AC)=(AB;ii)+(ii;AC)+2k 7 (ke Z)

(AB; AC)=—(1; AB)+(u; AC)+2k 7 (ke Z)

(AB; AC)=(1i;AC)—(ii; AB)+2k 7(keZ)

(AB; AC)=arg(z.—z,)—arg(z,—z,)+2k z(k€Z)

(ZB;_E)Zarg(ZC_ZA)+2sz(k€Z) #
Zp—Zy

Exercice 20 : Soient A B et C trois points d'affixe respective a=—1—i,b=3 et c=—2+3i
Déterminer la nature du triangle ABC.

2. Racines n-iemes de l'unité

Définition : On appelle cercle unité et onnote U , I'ensemble des nombres complexes de module 1.
Onadonc U={ z€C,|7=1}

,, 2 o N r I Z
Propriété : On considére deux nombres complexes z et z' dans U .Ona zz'€U et ;EU

Preuve immédiate par passage aux modules. #

Définition : Pour tout nelN™ , on appelle racines n-iémes de I'unité Is solutions de I'équation
complexe z"'=1

Propriétés :

2k
" kelN,0<k<n—1} estcomposé dexactement néléments.

1. Ona [y =q¢

2. Si n=3 alors les points dont les affixes sont les racines n-iémes de l'unité forment un
polygone régulier a n cotés.

2

Exemples:  ={1};U,={-1;1};U,={1;j;j°} avec j=e ® et U,={-1;1;-i;i}
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