Nombres complexes conjugués-correction des exercices Term_Expertise

Exercice 1 :
Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants :

. _( 1+i\/§)
l1-iv2

1 _5-2i_5 2 .
2i 5 21 5+21 52422 29 29

1— ) T—=i _ 1+i _(1+i)(2+3i)_—1+5i_—1+ 5

2+3i)7 2+3i 2-3i  2’+(—3p 13 13 13

1+l() 1+iV2 _1-i\2 (1—1\/—) _(P-2iV2+(iV2)) _—1-2iV2_ 1 22,

T1=iV2) 12 1+iN2 O Pe(V2P Pe(2f 3 3 3

Exercice 2 :
Déterminer la forme algébrique des conjugués des nombres complexes suivants :

21:7—(3+§i) z,=(3-5i)+ V2 23:%+ 3i¢(1-i)  z,=(5-1)(V2+3i)

Corrigé

_ “““‘i;i‘* = 5. 5. 5.
21:(7_(3+§l)):7_(3+§l): 7_(3_51):44'51

=(3-5i)+V2=(3+2)-5i=(3+12)+5i

?3:(%+3i+(1—i)):%+2i:%—2i

7,=(5—1)(V2+3i)=(5=1)(V2+3i)=(5+i) (V2—3i)=(5v2+3)+(+2—15)i
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Exercice 3 :

. Lo _ 3.
Sans utiliser la forme algébrique, montrer que pour fout nombre complexe z, z—z+ i est un nombre

imaginaire pur.

Corrigé

z—E+%i:2iIm(z)+%i:(2Im(z)+%)i€ilR

Exercice 4 :
Soit zeC .

a. Onpose Z=z+2z .Déterminer |'ensemble des hombres complexes z tels que le nombre Z
soit imaginaire pur.

z+ 1 . . '
b. On pose Z:? . Déterminer |'ensemble des nombres complexes z tels que le nombre Z
z

soit réel.

Corrigé
Soit z€C .

a.

Z€iReZ=—Z
Z€iIRez+2z2=—(z+22)
Z€iIRez+2z2=—(2+22z)
Z€IRez+2z=—2-22z
ZEiIRez+z+2z+22z=0
Z€iRe3(z+2)=0
Z€iIRez+z=0
Z€EIRez=—Z2
Z€iRezeiR

Conclusion: S=iR
z+ 1

b. z= 1 est défini pour les nombres complexes z tels que z+1#0 .

z+
Or, Z+1=0=z=—1<z=—1 donc Z est définipour z€C\{ -1} .

Soit ze€C\{ -1} .Ona:

ZeReZ=27
Z+1 Z+1
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NI

ZeRoZH_z+1
Z+1 z+1
ZeRe(z+1)=(z+1)
ZeERo(z+1)—(z+1)=
ZeRe[(z+1)—(z+1)][(z+1)+(z+1)]=0
ZeRe(z—2z)(z+2+2)=0
ZER<z—7=0 ou z+z+2=0
ZeERez=Zouz+z=-2
Z€R<z€R ou 2Re(z)=-2
Z€R=z€R ou Re(z)=—1
Ze€R<=z€lR ou z=—1+ib avec beR

Or, zeC\{ -1} donc S=R\{-1}U{—1+ib,beR’} .

Exercice 5 :
Résoudre les équations suivantes dans € . On donnera le résultat sous forme algébrique.

iz+ 1 2iz+1

a. —2iz=3z+1 b. (3+i)z+2z=2i -=2+ i d. -=3
z—31 z—1-1
Corrigé
a. Soit zeC .

—2iz=3z+1e-2iz—-3z=1

—2iz=3z+1e-2iz—3z=1

—2iz=3z+1e(-2i-3)z=1

—2iz=3z+1lez= ! __(=3+2i) :—;i+:£i

(=3-2i) (=3)+(=2)* 13 13

ey 3 .2
Conclusion: S={ 13+131} .

b. Soit z€C .Posons z=x+iy .Ona Z=x—iy .On déduit:

(3+i)z+2z=2ie(3+i)(x—iy)+2(x+iy)=2i
(3+i)z+2z=2ie3x—3iy+ix+y+2 x+2iy=2i
(3+i)z+2z=2ie(Sx+y)+i(x—y)=2i

(3+i) S5x+y=0

x—y=2

(3+i)§+2z:2i@[3’:_5x

3+i)z4+2z=2ie

(3+i)z+22=2ie | V=72X
6x=2
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=—5x
(3+i)z+2z=2ie |
6 3
_=5
=3
(3+i)z+2z=2ie |
xX==
3

1 5.
ion: S={=—2
Conclusion {3 31} )

c. L'équation L 31,:2+ i est définie pour les nombres complexes z tels que z—3i#0 .
zZ—o1

L'équation IZ+31, =2+ 1 est par conséquent définie sur C\{3i} .
zZz—Jo1

Soit zeC\{3i} .Ona:

;Z_gli:2+i@iz+1:(2+i)(z—3i)
1Z+1. =2+i=iz+1=2z—6i+iz+3
z—31

2] e 1=2--6i+3

z—31

IZ+1_ =2+12z=—2+61

z—31

IZ+1_ =2+iez=—1+3i#3i
z—31

Conclusion: S={—1+3i}

d. L'équation 2121+1_:3 est définie pour les nombres complexes z telsque z—1—j#0 .
Z—1—1
oL 2iz+i , fri .
L'équation 7 i:3 est par conséquent définie sur C\{1+i} .
Z—1—

Soit zeC\{1+i} .Posons z=x+iy .Ona Zz=x—iy .On déduit :

21241 =3<2iz+i=3(z—1-i)

z—1—1

2IZHL 5 i eiz32—3-3i

z—1—1

2IZH 30z 3z=—3—4i

z—1—1
jﬁfﬁ:sﬁzdx—wyaﬂxﬂw:—s—m
2IZH 3 42 y—3x—3iy=—3—4i
z—1—1
;fitz:3c4—3x+2y}n(2x—3y):—3—4i
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Zizhi o [-3x+2y=-3
z—1-1 2x-3y=—4
2i§+i.:3@ —6x+4y=—06
z—1-1 6x—9y=-12
2iE+i‘:3© —3x+2y=-3
z—1-—1 —5y=-18
212_'_1 [—3x+2y:—3
-=3s 18
z—1-—1 =
5
_ 5 36
2iE+1_3 —3x=-3 5
z—1-1 _18
5
—1+£—£
2iz+i -3 = 55
z—1-1i _18
=5
2iz+1 _17 18 . .
Z_l_i—3©z—5-+51¢1ﬂ
17 18.
Conclusion : SZ{?+?I} )
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Exercice 6 - Vrai ou Faux ?

1. l—li est l'inverse de 1+i .

2 2
2 1 et 1 ont la méme partie réelle
Co1ei o 1 P '
+0i
3. 41_21,1 est le conjugué de 1—3i .
4. (1+i) est le conjugué de ﬁ .
5. Le conjugué de (1+2i)(2i+3) est (1—2i)(2i—3) .
_ 1+i 1—i .
6. Si ZIZE et ZZZE alors z,+z,€R et z,—z,€iR .
Corrigé

1 1. N1 .01, 1.1
1. (——— )(1+1):—+—1——1+—=1 donc la proposition est Vraie.

2 2 2 2 2 2
1+ 1%+12 2 2 1—i 12_'_(_1)2 5Tl doncla proposition est Vraie.

w

1-3i

1—i 1+i 1°+1° 2 2
donc la proposition est Vraie.

(4+2i):4—2i:(4—2i)(1—i):4—41'—21'—2:2—61':

4. (1+i)P=1+3X1I*Xi+3X1Xi*+i’=1+3i—3—i=—2+2i
4 _4(1-i)_a-4i
1+ 1°+1° 2

Or, =2—2i#—2+2i donc la proposition est Fausse.

5. (1+42i)(2i+3)=1+2i 2i+3=(1-2i)(3-2i)#(1-2i)(2i—3)
donc la proposition est Fausse.

1+i 1—i —
z;=—— et z,=— Z,= =——=z
8 AT S RT e A 1+ 2
donc z,+z,=z,+Z,=2Re(z,)ER et z,—2,=2,—7,=2iIm(z,)€iR

donc la proposition est Vraie.

1+i _1—i
1-i
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Exercice 7

Soit zeC" . En justifiant votre réponse, indiquer, pour chacun des cas suivants, s'il s'agit d'un
nombre réel ou d'un imaginaire pur.

—_— 5 2 (=)2 —\2
z,=2+Z Z,=2-1Z 2,=7 +(Z) z,=z°—(2)
Z+Z = z—1Z ~ *+(z)? *—(z)?
Z;=—— avec z#Z Zg=——aveC z#1Z z _z (Z) z _Zz (Z)
— 7 = 8 =
z—12Z z+Z ZX7Z ZX1Z
Corrigé

z,=z+Z=2Re(z)ER

z,=z—7=2iIm(z)€iR

Z,= 7+(z)*=(z")+(2°)=2Re(Z°)€R

z,=2°—(z2)’=(2")—(7z*)=2iIm(z*)€iR

_ 2Re(z) _(Re(z)

Im(z))iEilR

ZG_z—? 2iIm(z) l,Irn(z) ciR
z+Z 2Re(z) \Re(z
2 —-\2 2

g = + f) :2Rze(zz)elR
zXz a+b
2 —~\2 . 2 2

2, =22 :2112m(zz )—i(2h2n(zz))eilR
ZXZ a+b a+b
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Exercice 8
1.1
1. Montrer que, pour tout nombre complexe non nul z , le nombre complexe ;+% est un
nombre réel.
1 1
2. Montrer que, pour tout nombre complexe non nul z , le nombre complexe 7 3z est un

nombre imaginaire pur.

Corrigé
1. l+%:l+(l):2R (l)elR
7 Z Z Z VA
2. l—%:l—(l):zilm(l)eilR
VA VA VA VA VA
Exercice 9

Soient deux nombres complexes z=a+ib et z'=a'+ib' avec (a,b,a’',b')€R"® tels que
1+zz'#0 . On suppsoe que a’+b°=1et a”+b"’=1 .

r

z+z ,
Montrer que, le nombre complexe Tt22' est un nombre réel.
Corrigé
Posons Z— . ZER<Z—-Z=0 Or,

7_7 z+7z'
1+2zz' 1+zz

= Z+z
Z—7=
(1+zz ) (1+zz )

(z+z")(1+2z")—(z+Z")(1+2z")

Z—-7=
(1+zz")(1+2z")
- Z+27Z'+z'+7z'7'—-72—2722'-7'—22'Z'
Z—7= -
(1+zz")(1+2z")
77 +(a’+b*)z'+z'+(a”+b"?)z—7—(a*+b*)z'—Z'—(a?+b ")z
B (1+zz")(1+2zz")
5 _Z+7'+z2'+7—7—2'-7'—z2
7—7= £ - 2,12 2, 02
(1+ZZ')(1+ZZ') car a*+b'=leta”“+b" =1
z-7= 0 -

(1+2zz")(1422")

Z'
-€R .
1+zz

Conclusion: Z=
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Exercice 10
Résoudre dans € chacun des systémes suivants :

1
—7 + :2 .
(s): g 1T (S): 621—_322_:12+1
%z_1+22_2:0 3z2,—7,=6
Corrigé
zZ,+2,=2 z,+2,=2 zZ,+2,=2 22—2—121
(s) =(s) =(s) =(S): :
~7,+27,=0 =7,+27,=0 ~z,+22,=0 Ez1+2(2 z,)=0
z,=2——=1z z,=2—=1zZ z,=2—=1zZ 4, 1
=(S) | 20 =) R OB e X
Ezl+2(2—§zl) 0 ~z,+4—2,=0 4—52120 z,=8

_5_ 1 _
o(8)ie(S):| 2=27 <8 ©(5):[z2__2
_ 21:8
z,=8

Conclsuion: S={ (8;—2)} .

3z2,—2,=6 Z, 3z2,—2,=6 z,=32,—6

(s): 621—322:12+i¢3(8y 621—322:12+i¢3(5y 621—322:12+i¢3(sy 6z,—3z,=12+i
3z,—7,=6

@(S):{6zl—3(321—6):12+i @(S):[6zl—9zl+18:12+i @(S>:{—3zlz—6+i

z,=32,—6 z,=3z,—6 z,=3z,—6
1.
z,=2—=i 1
<:>(S) ! 3 <=>(S> 21:2—51
2223(2—%i)—6 Z,=—1

1. .
Conclsuion: S={ (2—§1;—1)} )
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Exercice 11
Résoudre dans € chacune des équations suivantes.

Corrigé
z=z<z€R
z=—7=z€IiR
z=izex+iy=i(x—iy)ex+iy=y+ixex=yez=x(1+i)avecx€R
z=—izex+iy=—i(x—iy)ex+iy=—y—ixex=—yez=x(1—i)avecx€R

’=zXie 7 —27=0o12(2—-2)=0o2=0 ou z=z=z€R
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