Dérivation-correction des exercices-fiche 5 lére-Spécilalité

Question de cours

1. Rédiger la démonstration du théoreme de dérivation de la fonction carré.
2. Rédiger I'énoncé et la démonstration du théoréme de dérivation du produit de deux fonctions.

Correction

1. Démontrons que la fonction carré est dérivable sur IR et calculons sa dérivée.
Soit f définiesur R par f(x)=x’> .Soit x€R et heR,h#0 . Ona:
r(h)= f(x+h)—f(x) _ (x+h)’—x° _ x*42 xh+h2—x2: 2 xh+h’ _h2x+h
h h h h h

=2x+h

On déduit que lhi_r)l(}r(h)=l}11_r)1g2x+h=2x€IR donc f est dérivable sur R
et VxeR,f'(x)=2x

2. Démontrons que (uXv)'=u'v+v'u
Soit uetv deux fonctions dérivables sur un intervalle I.
Soit x€I et h€IR,h#0 telque x+h€l . Ona:
r(h):(uv)(x+h)—(uv)(x):u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x)

h h
r(h)= u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x+h)+u(x)v(x+h)—u(x)v(x)
h
_u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x+h) u(x)v(x+h)—u(x)v(x)
r(h)= p + .
r(h):MV(XJ,h)J,MU(X)

h h

On déduit que :
lim r (h)=lim 20Uy vxrh)=vx) oo

h->0 h=0 h

donc uv est dérivable sur Tet (uv)'=u'v+v'u
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Exercice 1
Dériver la fonction suivante en précisant sur quel ensemble elle est dérivable.

fi(x)=4x’+2x*=3x+1 fZ(X)=3X2_4X f5(x)=(Vx+1)(x*=2)
2
fa(x)=(2x—x)(x+4) -1 -3
fs(x) 1—4x fs(x) ox—1
_2x-1 3x'—4x+1 x)=(—5x"+1)’
f7(x>_3x+2 faol x)= s folx)=( )
Correction
. , est dérivable sur comme fonction polynome. Pour tout réel x ,ona:
f dé I IR f lynd el

fri(x)=4x3x°+2x2x—3=12x*+4x—3
3x°—4x _3
f, estdérivable sur IR comme fonction polynéme. Pour tout réel x ,ona:

f'z(x):%X2x—2:3x—2

2Xx

. f, est dérivable sur 10;+c0[ comme produit de fonctions dérivables sur 10;+oo[
fy=uvdoncf';=u'v+v'u avec u(x):\/;+1 et v(x)=x"—2

u'(x):L_ et v'(x)=2x

2/ x

1 2 - X’ =2+4x’+4xVx _5x+4xVx=2
S(x)=—=X(x*=2)+2x X (Vx+1)= = —
Falx)=g o)== 25

Pour tout réel x>0 ,ona:

. f, estdérivable sur ]0;+o[ comme produit de fonctions dérivables sur ]0;+o]
f,=uvdonc f',=u'v+v'u avec u(x)=2x—+xetv(x)=x+4

u’(x):2—L etv'(x)=1

24/x

f'4(X):(2—2—\1/;)><(x+4)+1><(2x_\/;):(4\/X;\1/);(x+4)+(2x—;/i</);(2\/;)
f (X)_4X\/;+ 16Vx—x—4+4xVx—2x _8xVx+16Vx—3x—4
T 2x L

Pour tout réel x>0 ,ona:
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1
. fs est dérivable sur IR_{Z} comme fonction inverse d'une fonction u dérivable sur

1
IR et qui s'annule uniqguement en X=7

fszi avec u(x)=1—-4xdouu'(x)=—4

L_-ul , 1 = —(=4) 4
f's= 2 d'ol pour tout réel X?EZ ,ona fS(X)_(1—4x)2_(1—4x)2
. fﬁ(x)zz;élz—szx_l donc f est dérivable sur IR—{%} comme produit du

réel (-3) par une fonction inverse u dérivable sur et qui s'annule uniquement en X:E .

fs:_T avec u(x)=2x—1dotiu’'(x)=2

r — ’ 3 ’ ' 6
fre=(-3)x uLZI :u—L; d'oti pour tout réel X?f% .ona fG(X)Z(ZX-l)Z

2
« [, estdérivable sur |R—{—§} comme quotient de deux fonctions dérivables sur R

A . 2
dont le dénominateur s'annule uniquement en xX=—= .

3
f7=% avec u(x)=2x—1etv(x)=3x+2
, __u'v—=v'u i 2
f7—72 . Pour tout réel Xi—g ,ona:
f,(X):2(3x+2)—3(2x—1):6x+4—6x+3: 7
’ (3x+2) (3x+27  (3x+2)

3
« g estdérivable sur |R—{§ } comme quotient de deux fonctions dérivables sur R dont

le dénominateur s'annule uniqguement en XZE .

fa:% avec u(x)=3x'—4x+letv(x)=2x-3

u'(x)=6x—4etv'(x)=2

,_u'v=v'u ) 3
fg——2 . Pour tout réel X?fE ,ona:
1%

fr ()= 6x=4)(2x=3)-2(3x"~4x+1) _12x'~18x—Bx+12—6x"+8x—2
8 (2x=3) (2x—3)°
, 6x°—18x+10

X|=——
fraln)= 82

3/6



Dérivation-correction des exercices-fiche 5 lére-Spécilalité

. fo estdérivable sur IR comme carré d'une fonction dérivable sur R .
fo=u’ avec u(x)=(—5x"+1)dou u'(x)=—10x
['g=2Xu'Xu _pour tout réel x ,ona:
flo(x)=2X(=10x)X(=5x°+1)=—20x(—-5x"+1)

Exercice 2
Déterminer une équation de la tangente T, 4 la courbe représentative de la fonction f au point
d'abscisse a dans les cas suivants :

1. f,(x)=3x’—x+1aveca=1

2 f2(x)—2X avec a=3
X—
3 f3(x)—£ avec a=9
X
Correction

1. [, estdérivablesur IR donc dérivableen a=1 comme fonction polyndme.
f1(1)=3x1°-1+1=3 et
V x€R,f' (x)=6x—1donc f',(1)=5 dod
T,:y=f"(1)(x—1)+f,(1)=5(x—1)+3=5x—5+3=5x—2

Conclusion: T,;:y=5x—-2

2. [, estdérivablesur RR\{2} comme quotient de deux fonctions dérivables sur R dont
le dénominateur s'annule uniquement en x=2 donc f, est dérivableen x=3 .

2x3+1
[(8)=2707=7 e

2X(x—2)—1x(2x+1) 2x—4-2x-1_ -5
V |R— 2 ! = = =
(a)— TO
f2(3)_(3_2)2__ dIOCI

Ty:y=f"(3)(x=3)+f,(3)=—5(x—3)+3=5x+15+7=—5x+22
Conclusion: T,:y=—5x+22

3. f; estdérivablesur ]0;+o[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur
10;+[ dont le dénominateur ne s'annule pas sur ]10;+0[ donc f; est
dérivableen a=9 .

f(0)=22=3

1.
9 e

1
3
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—+Xx donc

_N X x— 1><\f ¢X f

, X

VX>O’f 3( ) 2 - 2 2
X X 2x

-9 _ -3 _-1

'19)= = g AL

f's(9) X9 2x8l 54 9

Tyiy=F"4(9)(x=9)+f,(9)=F (x-9)+

1 1 1
= —X+—

1 1.1
_ +—=——Xx
3 54 6 3 54 2

1
Conclusion: Tg:y=——Xx+=

Exercice 3
—x*+2x-1

Soit [ la fonction définie sur IR par f(x)=
X

.Onnote C; sa courbe.

1. Déterminer les points éventuels de C; ot la tangente est horizontale.

2. Déterminer les points éventuels de C; ot le coefficient directeur de la tangente vaut 2.

-2
3. Déterminer les points éventuels de C; ot la tangente est paralléle & (d): y=?x—5

Correction

1. [ estdérivablesur IR" comme quotient de fonctions dérivables sur IR dont le
dénominateur ne s'annule pas sur IR” . Pour tout réel x#0 ,ona:
o (F2x42)Xx—1x(=X+2x—1) _ —2X*42x+x*—2x+1_—x’+1
frx)= 2 - 2 T2
X X X
C; admet une tangente horizontale en a#0 si et seulement si f'(a)=0

f'(a)=0e—ad’+1=0=ad’=1oa=—1oua=1

Conclusion: C; admet une tangente horizontaleen a=—1eten a=1

) _
2. f'<a>:2<:> a2+1:2<3—612+]_:202@302:1©02:%©a: \/§0u a:%
Conclusion: C; admet une tangente de coefficient directeur égal a 2 en
_—V3 _3
=——eten a=—
3
-2
3. C; admet une tangente paralléle & (d)en a#0 si et seulement si f’(a)z?
2 —
f'(a):?z@ a2+1:?2@—3a2+3:—2a2@:a2:3@a:—\/3ouaZ\FS
a

Conclusion: C; admet une tangente paralléle & (d)en a=—+/3 eten a=+3
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Exercice 4
On considére la fonction [ définiesur R par f(x)=2x*+3x°’—12x—7 .

1. Calculer f'(x)
2. Etudier le signede f'(x) .
3. Endéduire le tableau de variations de [ .

Correction

1. [ estdérivablesur IR comme fonction polynéme.
Vx€ER;f'(x)=6x*+6x—12=6(x"+x—2)
2. 60donc f'(x) estdusignede g(x)=x’+x—2
Or Xx;=1 est racine évidente de g(x) donc la deuxiéme racine X, vérifie

c
X XX, =— & Xx,=—2
a

Or le coefficient des x> vaut a=1>0 .
On déduit le tableau de sighes de f'(x) .

X |- -2 1 + 00

) +0 -0+

3. On déduit le tableau de variations de f

X |—o0 -2 1 + 00
fr(x) + 0 - 0 +
13
f S \14/
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