Notions de matrices-correction des exercices

Term_Expertise

Exercice 1
_[—-3 4 _(6 -1
1. Ondonne A= et B= .Calculer A+B;A—B;—2A+3B .
5 =2 7 9
-3 -2 2 -1 3 4
2. Mémes questionsavec A=| 4 -2 —1| et B=| 7 25 -3
0,5 —15 6 -8 2 -0,5
Corrigé
1 A+B= -3 41,(6 -1|_(3 3
5 =2/1\7 9 12 7
A—B= -3 4)_(6 —-1}_(-9 5
5 =2/ \7 9 -2 -1
9 A+3B= 6 -8}, (18 —3|_(24 -11
—-10 4 21 27 1 17
-3 -2 2 -1 3 4 -4 1 6
2. A+B=|4 -2 -—-1|+#/7 25 -3 | 11 05 -4
0,5 —-1,5 6 -8 2 -05/ \-75 0,5 5,5
-3 -2 2 -1 3 4 -2 -5 =2
A-B=| 4 -2 —-1|—-|7 25 -3 |=[-3 —-45 2
0,5 =15 6 -8 2 -05/ \85 —-35 65
6 4 -4 -3 9 12 3 13 8
—2A+3B=|-8 4 2 |+ 21 75 -9 |=(13 115 -7
-1 3 —-12/ \-24 6 -—-1,5/ \-25 9 —135
Exercice 2
Calculer les produits suivants :
=3 4|2 2 4)x 1,5 3
5 =2/ \4 -2 0,5
Corrigé
-3 4 2 10 1,5 3
I 2 4)X|7 =(-5 8
(3 SPHE) o o (23 Gt
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Exercice 3

-1 2 6
On considére les matrices AZ( 3 ) , B=(0,5 —0,5) et C:(—S 4) .
Parmi les produits suivants, indiquer ceux qui sont bien définis puis indiquer, la cas échéant, leur
format de la matrice obtenue puis la calculer.

AXB AXC BXA BXC CXA CXB A’ c? AX(BxC)

Corrigé

* Lesmatrices A et B sont respectivement du type 2x1 et 1x2 donc le produit AXB est
calculable et du type 2x2 c'est d dire une matrice carrée d'ordre 2.

_31)(0,5 —0,5):(—1055 _0’155)

AXB=

* Lesmatrices A et C sont respectivement du type 2x1 et 2x2 donc le produit AXC n'est
pas calculable.

* Lesmatrices B et A sont respectivement du type 1x2 et 2x1 donc le produit BXA est
calculable et du type 1x1 c'est a dire un réel.

BxA=(0,5 —0,5)(_31):—0,5—1,5:—2

* Lesmatrices B et C sont respectivement du type 1x2 et 2x2 donc le produit BXA est
calculable et du type 1x2 c'est a dire un réel.

BxC=(0,5 —0,5)( 28 2):(5 1)

* Lesmatrices C et A sont respectivement du type 2x2 et 2x1 donc le produit CXA est
calculable et du type 2x1.

CXA= 2 6)(-1\_[16
-8 4/\ 3 20
* Lesmatrices C et B sont respectivement du type 2x2 et 1x2 donc le produit CXB n'est
pas calculable.

A n'est pas une matrice carrée donc A” n'est pas calculable.

C est une matrice carrée d'ordre 2 donc C? est calculable et carrée d'ordre 2.

c=[2 6)(2 6)_(-44 36
-8 4)\-8 4/ \-48 -32
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Term_Expertise

Exercice 4
Soit M la matrice (1 (1)) .
1. Calculer M?*; M’ et M* .

2. Conjecturer, pour tout entier naturel non nul n , une expressionde M" .

3. Démontrer cette conjecture par récurrence.

Corrigé
1 M= 1 0\(1 O _ 1 0
1 1/\1 1 2 1
M=M2 M= 1 0\(1 O _ 1 0
2 1/\1 1 3 1
M=M?M= 1 0\f1 O _ 1 0
3 1/\2 1 4 1

1 0
n 1
1 0
n 1

2. Il semble que, pour tout entier naturel nonnul n , Mn:(

3. Pour tout entier naturel non nul n , posons P(n):M”:(

1 0
n 1

10
11

Initialisation : pour n=1 ,ona ( )—( )ZM:M1 do
Hérédité :
Hypothése de récurrence : on suppose qu'il existe un entier

|

1

) donc M"™!

P(n) est vraie c'est a dire pour lequel M"=
1 0)\(1 O

il S

donc P(n+1) est vraie.

1 0
n+tl 1

1

Or, MnM:(

Conclusion: P(n) est initialisée pour n=1 et héréditaire donc vraie pour tout entier

1 0

naturel non nul n . Ainsi, VneIN,n;éO,M"Z(n 1

|

|

Démontrons, par récurrence, que P(n) est vraie pour tout entier naturel nonnul n .

n+tl 1

|

nc P(1) est vraie.

naturel non nul n pour lequel

|

0
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Exercice 5

S O Q
o n T

0
Soit M la matrice |0
0

1. Calculer M?*; M® et M* .
2. Conjecturer, pour tout entier naturel n=3 , une expressionde M" .
3. Démontrer cette conjecture par récurrence.

Corrigé
0O a b\[0 a b 0 0 ac
1. M’=[o 0 c|lo0 0 c|=[0o 0 0
0 0 0/\o 0 0o/ lo 0 o
0 0 ac\/[0O a b 0 0O
M=o o ollo o c|=[o 0 o
o0 of/lo o of o 0o
0 0 0\/0 a b)Y [0 0 0
M*=[o 0 ollo 0 c|=|l0 0 O
o0 0 o/lo o o/ o 0 0

2. Il semble que, our tout entier naturel n=3 , M"=0, .
3. Larécurrrence est immédiate.

Exercice 6
Dans chacun des cas suivants, vérifier que les matrices A et B sont inverses |'une de l'autre.

1 1 -1 L[4 1 -2
2. A=|2 0 2|et B=;|2 3 4
—2 2 -1 —4 4 2

Corrigé

1. AB:(_34 _45)(_45 _34)2(1 0)212 donc A et B sont inverses l'une de l'autre.

1 1 1 —-1\/4 1 =2 1 10 0 O 1 00
2. AB:E 2 0 2 2 3 4 :E 0 10 0 |=(0 1 0|=I,
-2 2 —1/\—-4 4 2 0 0 10 0 01

donc A et B sont inverses l'une de l'autre
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Exercice 7

3 5
La matrice A:(_3 8) est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse.

Corrigé

det(A)=3x8—(—3)x5=24+15=39#0 donc A est inversible et

8 -5| [8 -5
AlzL(s —5): 39 39 |_[39 39

393 3/(3 3|1 1
39 39/ |13 13

Exercice 8

<N N . 2X+5y:13
S):
On considere le systeme ( ) [—3x—8y=11

7’ . . Y "z . N — X
Déterminer les matrices A et B telles que le systéme s'écrit sous la forme AX=B ou X_(y)

puis résoudre ce systeme.

Corrigé

(S):] 2x+5y=13 o AX=B avec A= 2 5 ) x=[*) e B=[13
—-3x—-8y=11 -3 -8 y 11

Or, det(A)=3X(—8)—(—3)x5=—24+15=—9#0 donc A est inversible et
-8 -5 8 5

Ao 1 (-8 =5)_[-9 -9|_|9 9
3 2/ |38 2] |zt =2

—9 -9/ |3 9

8 35 159
AX=BoA'AX=A'Box=a'B=| 9 9 |[13);] 9
-1 Z2)\11) | =61
3 9 9
159
Conclusion: S= 9
' —61
9
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Exercice 9
2x+y—z=7
On considére le systéme (S):{ —3x+2y+z=3
x—3y+2z=—4

1. Déterminer les matrices A et B telles que le systeme s'écrive sous la forme AX=B .

11 3
5 1 1 2 14 14
. 1 5 1 . , .
2. Montrer que les matrices |—3 2 1 |et 5 14 1a sont inverses l'une de l'autre.
1 -3 2 111
2 2 2
3. En déduire la résolution du systeme.
Corrigé
2x+y—z=7 2 1 -1 7 X
1. (S):{ —3x+2y+z=3 ®AX=Bavec A=|-3 2 1 [,B=| 3 |et X=|y
x—3y+2z=—4 1 -3 2 —4 z
1 1 3
2 1 -1 i 154 114 117 13
2. Onobserveque (—3 2 1 |=A .Notons C=|- — —|=7—|7 5 1| .0Ona:
1 -3 9 2 14 14| 14 7 7 7
11 1
2 2 2
1 2 1 -1\(7 1 3 1 14 0 O 1 00
AC:ﬁ -3 2 117 51 =14 0 14 0]|=|0 1 0=,
1 =3 2/\7 7 7 0 0 14/ \0 0 1

donc les matrices A et C sont inverses l'une de l'autre et A™'=C . On déduit que :

AX=BoA 'AX=A"'BoX=A"'BoX=CB

20 20

1 7 1 3\ 7 1 40 7 7
AX=B®X:§ 7 5 1| 3 —H 60 |=| 30 Conclusion :S= 30
7 7 7]\—4 42 7 7

3 3
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Exercice 10
S5x+3y+4z=1
On considére le systéme (S):{ 3x+4 y+5z=2
4x+5y+6z=3

1. Déterminer les matrices A et B telles que le systeme s'écrive sous la forme AX=B .

1 -2 1
5 3 4 3 3 3
) -2 —14 13 . . ,
2. Montrer que les matrices |3 4 5|et 3 3 3 sont inverses |'une de l'autre.
4 5 6 1013 -1
3 3 3
3. En déduire la résolution du systeme.
Corrigé
5x+3y+4z=1 5 3 4 1 X
1. (S):{ 3x+4 y+5z=2 ©®AX=Bavec A=|3 4 5|,B=[2|et X=|y
4x+5y+62z=3 4 5 6 3 z
1 =2 1
> 3 4 _3 —il % (12 1
2. Onobserveque {3 4 5|=A .Notons C=|— —— — |[F5|-2 —-14 13
4 5 6 3 3 3 3 1 13 -1
1013 -n
3 3 3
Ona:
1 5 3 4 1 -2 1 1 300 1 00
AC=§3 4 5|(-2 —-14 13 250 3 0|=[0 1 O|=I,
4 5 6 1 13 -1 0 0 3) \0 01

donc les matrices A et C sont inverses l'une de l'autre et A™'=C . On déduit que :

AX=BoA 'AX=A"'BoX=A"'BoX=CB

1 1 -2 1 1 1 0 0 0
AX:BQX:§ -2 —14 13 ||2 :§ 9 |=| 3 Conclusion :S={| 3
1 13 -—-11/\3 -6 -2 -2
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Exercice 11

Un lycée commande régulierement des feutres pour tableau blanc au prix de 0€90 I'unité, des
ramettes de 500 feuilles A4 a4€ l'unité, des ramettes de feuilles A3 a 9€ I'unité et des enveloppes a
11€50 le lot de 500.

0,90
On définit la matrice colonne P= g qui donne le prix de ces fournitures.
11,50

1. Pour la rentrée, le lycée Jean Jaures commande 750 feutres, 50 ramettes de feuilles A4, 30
ramettes de feuilles A3 et 2000 enveloppes.
(a) Traduire ces quantités par une matrice ligne Q .
(b) Quel produit doit-on effectuer pour calculer le colt total de la commande ?

2. Le fournisseur regoit les commandes de trois lycées : Jean Jaures, Léonard de Vinci et Jean
Lurcat.
Les quantités commandées sont respectivement données par la matrice
750 50 30 4
R=[1000 80 0 8
100 100 80 12
(a) A quoi le coefficient 1000 correspond-il ? Interpréter également le coefficient 100.
(b) Calculer, a I'aide d'un produit matriciel, la facture pour chacun des lycées.

Culture personnelle : qui étaient Jean Jaurés, Léonard de Vinci et Jean Lurgat ?

Corrigé

1. (@) Q=(750 50 30 4]
(b) Pour calculer le colt total de la commande, on effectue le produit QP .

2. (a) R,;=1000 correspond au hombre de feutres commandés par le lycée Léonard de Vinci.
R;,=100 correspond au hombre de feutres commandées par le lycée Jean Lurgat.
R;,=100 correspond au hombre de ramettes A4 commandées par le lycée Jean Lurgat.

(b) La facture pour chacun des lycées est donnée par le produit RP .Ona:

750 50 30 4 0’30 1191
RP=[1000 80 0 8| o [|=|1312
100 100 80 12)| " | \1348

Le lycée Jean Jaures paiera 1191€.
Le lycée Léomard de Vinci paiera 1312€.
Le lycée Jean Lurgat paiera 1348€.

8/9



Notions de matrices-correction des exercices Term Expertise

Exercice 12

Pour le cross des éleves de premiére, un lycée a commandé 120 petites bouteilles d'eau et 180 sachets
de biscuits pour la somme de 238€80.

Pour le cross des éléves de terminale, un lycée a commandé 100 petites bouteilles d'eau et 190
sachets de biscuits pour la somme de 238€20.

1. Modéliser cette situation sous forme d'un systeme (S) de deux équations a deux inconnues
X et y correspondant respectivement au prix d'une petite bouteille d'eau et d'un sachet de

biscuits.
2. Déterminer les matrices A, X et B telles que le systeme (S) s'écrive sous la forme matricielle
AX=B.
3. Résoudre le systeme sous forme matricielle et interpréter les résultats dans le contexte de
I'exercice.
Corrigé

1. Soient Xx et y les prix respectifs d'une petite bouteille d'eau et d'un sachet de gateaux.

120x+180 y=238,80

. . N s 2 \ S :
La situation peut tre modélisée par le systéme (S) [ 100 x+190 y =238,20

2. (S)@AX:B avec A= 120 180 X = X et B= 238,80
100 190 y 238,20

3. Or, det(A)=120%x190—100x180=4800+#0 donc A est inversible et

19 =3
A= 1 (190 —180\_(480 80
4800\-100 120 ) | -1 1
48 40
19 -3
AX—BeoA ' AX=A 'Be x—A B 480 80 |(238,80)_(0,52
-1 1 |{23820) 0,98
48 40

Conclusion : une petite bouteille d'eau colt 0,52€ et un sachet de gdteau colite 0,98€
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