Second degré-cours 1ére-Spécilalité

Chapitre 1 : Second degreé

I. Fonction polyndme du second degré

1. Définition

Définition : Une fonction polyndme du second degré est une fonction f définie sur R de la forme
f(x)=ax’+bx+c avec a#0 .

Remarques :
« Lesréels a,bet c sontappelés les coefficients de ce polynéme.
«  Lécriture f(x)=ax*+bx+c avec a#0 la forme développée de f (x)
«  Par abus de langage, on parle souvent de polynéme du second degré au lieu de fonction polynéme du second
degré.

Exemples :
¢ f(x)=2x%-3x+1 est une fonction trindme du second degré avec a=2,b=-3etc=1

2x? - 3x + 1 est la forme développée de la fonction trindme f.

« g(x)=-3x? estune fonction trindme du second degré avec a=-3,b=0etc=0
-3x? est la forme développée de la fonction trindme g.

2. Racines d'un polynome

Définition : Les racines d'une fonction polyndme f définie sur R sont les solutions de I'équation

f(x)=0

Remarque : x, est une solution de |'équation ax?+ bx + ¢ = 0 si et seulement siaxo?+b xo+c=0 .

Propriété : Soit f une fonction polyndme du second degré définie sur IR de la forme
f(x)=ax’+bx+c avec a#0 admettant deux racines X, et x, alors f peut s'écrire sous la forme
f(x)=a(x—x1)(x—x2) appelée forme factorisée de f(x) .

Remarque : Il existe une infinité de fonctions polynémes admettant deux réels x1 et xz pour racines.

Démonstration :
Soit f une fonction polyndme du second degré définie sur R de la forme
f(x)=ax?+bx+c avec a#0 admettant deux racines X, et X,

Comme X; estuneracinede [ ondéduit que ax;+bx +c=0 et par conséquent c=—ax;—bx,
dot f(x)=ax*+bx—ax;—bx,=a(x’—x})+b(x—x,)

dod f(x)=a(x—x,)(x+x,)+b(x—x,)

dod f(x)=(x—x;)[a(x+x,)+b]

Comme X, estuneracinede f ondéduit que (X,—x;)[a(x,+x,)+b]=0
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Comme X,7%X, ondéduit que a(x,+x;)+b=0 donc b=—a(x,+x;)

dot f(x)=(x—xy)[a(x+x,)—a(x,+x;)]=a(x—x)[ (x+x,)—(x,+x,)]
d'otl f(X):a(X_X1>[(X+Xl)_(X2+Xl)]:a(x_xl)(X+Xl_XZ_Xl):a(X_Xl)(X_XZ) #

Exercice 1:
1. Montrer que 1 et -3 sont deux racines du polyndme f (x)=x’+2x—3

2. En déduire sa forme factorisée.

3. Polynomes égaux

Propriété : Deux fonctions trindmes du second degré f(x)=ax2+bx+c avec aZ0 et
g(x)=a'x2+b'x+c' avec a'#0 sont égales si et seulement si a=a'b=b"et c=c’

Démonstration :
+  Sia=d', b=b' et c=c’ alors nécessairement f(x)=g(x) pour tout réel x
« Si f(x)=g(x) pour toutréel x alors en particulier f(0)=g(0)donc c=c’

De méme,
f(1)=g(1) donc a+b+c=a'+b'+c donc a+b=a'+b"' donc (a—a')+(b—b')=0
f(=1)=g(—1) donc a—b+c=a'—b'+c donc a—b=a'—b " donc (a—a')—(b—b")=0

On obtient donc le systeme

(a—a')+(b-b"')=0 _|(a—a'}+(b-b")=0 _|(a=a')+(b-b"')=0 _|b=b"
(a—a')-(b-b")=0 2(a—a')=0 a=a' a=a

Conclusion : Si f(x)=g(x) pour tout réel x alors nécessairement a=a'b=b'et c=c'
Conclusion: ax2+bx+c=a'x2?+b'x+c'avec aZ0a'#0=a=a'b=b'etc=c' #
Exercice 2 :

Montrer que la forme factorisée de f(x)=3x’+2x—1 est 3(X—%)(X+1)

4. Somme et produit des racines

Propriété : Soit f(x)=ax*+bx+c avec a#0 une fonction polyndme du second admettant deux
racines distinctes x, et x, .Lasomme S et leproduit P des racines vérifient :

—b c
S=x,+ x,=— et P=Xx,x,=—
1 2 a 12 a
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Démonstration :
D'aprés la démonstration de la propriété du 2. Racines d'un polynéme, on a démontré que :

b=—a(x,+x,) donc (x1+x2)=_7bavec a#0

Or,comme [ admet deux racines distinctes X, et x, ona f(x)=a(x—x;)(x—x,) dou:
2 2 2
a(x—x,)(x—x,)=ax’+bx+ceax’—axx,—axx,+ax,x,=ax’—a(x,+x,) x+c
2 2 2 2
Ax’—axXx,—axx,+ax,;x,=ax’—a(x,+x,) X+c ©ax’—axx,—axx,+a x, X,=ax’—a x X, —ax X, +c

2 2 c
ax —axx,—axx;+ax,x,=ax —axx,—axx,+c<ax,;x,=c< x, x,=— avec a#0 #
a

Exercice 3:
1. Montrer que -2 est une racine du polyndme du second degré f (x)= Ax°+7 x—2
2. En déduire la valeur de sa deuxiéme racine.

5. Signe d'un polyndme du second degré par sa forme factorisée

Propriété : Une fonction polyndme du second degré f (x)=ax2+bx+c avec a#0 admettant deux
racines distinctes X;<X, estdusignede a sur ]—;x,[U] x,;+o[ etdusignede —a sur
Ix15%,0

Démonstration :
Soit f une fonction polyndme du second degré définie sur R de la forme admettant deux racines
x,etx, tellesque X,<X, .Onaadlors f(x)=a(x—x;)(x—x,)

On dresse alors le tableau de signe de  f(x)

X —00 X, X, +00
(x—xl) - 0 + +
(x—x,) - - 0 +
(x—x;)(x—x,) + 0 - 0 +
f(x)=a(x—x,)(x—x,) Signe de a 0 Signe de -a 0 Signe de a
d'ot le résultat #

Remarque : on dit aussi qu'une fonction polynéme du second degré admettant deux racines distinctes est du signe
de « a » d I'extérieur des racine set du signe de « -a » a l'intérieur des racines.

Exercice 4 :
Sans aucun calcul, résoudre  —5(x—3)(x+2)<0
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II. Equations du second degré

1. Forme canonique

Propriété : Toute fonction trindme f(x)=ax2+bx+c , peut s'écrire sous la forme :

f(x)=a(x-a)’+p avec avec a:% et B:—%:f(a)
Démonstration :
f(x):ax2+bx+C:a(x2+Sx+§):a[(x+%)z_(%)z+%]:a[(x+2_ba)2_4b;2+jgi]
f(x)=a[(x+%)2—(4bazz_j—;'i)]=a[(x+;—a)2—(%)]:a(x+%)2_b2;_jacza(x_a)2+ﬁ

#

Définition : L'écriture f(x)=a(x-a)’+p est appelée forme canonique de f .

Définition : Le réel A=b*-4ac, est appelé le discriminant du trindme.

Exercice 5 :
Déterminer la forme canonique de f (x)=—x’+4x—7 .

Exercice 6 :
A l'aide des identités remarquables et sans utiliser les formules de calculs de a etde S
déterminer la forme canonique de  f (x)=2x2-20x+10

Exercice 7 :
Pour chacune des fonctions polynémes du second degré suivantes, précisez, si possible, la nature de sa
forme (développée, factorisée, canonique, autre...)

o f(X)=4x%-x+7 forme :
¢ g(x)=(x-1) (x-7) forme :
*  h(x)=-4(2-x) (x-5) forme :
 i(x)=bx-x2+10 forme :
o jX)=4(x-7)% +13 forme :
¢ k(x)=5[(x-1)? - 3] forme :
o I(x) = (2x-1) (x+4) forme :

Remarque : le verbe « discriminer » signifie « distinguer avec précision ».
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2. Résolution de I'équation ax® + bx + ¢ = O aveca # O

Propriété : On considére |'équation du second degré ax?+bx+c=0 avec a#0 dont le discriminant
est le réel A=b*-4ac .

. v . [ - —b—+vA —b+vA
* Si A>0 alors I'équation a 2 solutions réelles distinctes XlzTr et xzzTr

* Si A=0 alors I'équation a une seule solution X":ﬂ appelée racine double

* Si A<O alors I'équation n'a aucune solution.

Démonstration d connditre :

by A b\V_ A
ax?+ bx+ c=0avec a#0=al[(x+ —) ——]=0e[(x+ —) =—
[ 2a) 4a2] [ Za) 4a2]
. by _ A b _JA b _—JA
® Si A | +— | = XxX+—=—0 +—=
i A>0 alors (x 20) oy X a4 u x r r
donc |'équation a bien deux solutions distinctes xFL\/Z et xzzL-H/Z
2a 2a
2
« Si A=0 adlors (x+i)=0©x+£=0®x:—b
2a 2a 2a

donc I'équation a bien une seule solution x0=E

. by A
 Si A<O alors [(XJ’Z)_E]“)

A
donc I'équation n'a aucune solution réelle car 14° <0 et un carré est toujours positif ou nul

#
Remarques :
e Sil'équation se factorise facilement (identité remarquable par exemple), il devient alors inutile
dappliquer ces formules pour résoudre I'équation
«  De méme, si on détermine une racine évidente {-2 ;-1,1:2 } par calcul mental , il suffit alors dutiliser les
formules de la somme ou du produit pour déterminer la seconde solution de I'équation.

Exercice 8 :
Résoudre dans IR | les équations suivantes :

6x°—x—1=0 x’—5x+7=0 Ax*—4x+1=0
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III. Variations et représentation graphique d'une fonction polynome du second degré

1. Variations d'une fonction polynome du second degré

Propriété : La fonction polyndme du second degré f définie sur R par f(x)=a(x-a)’+p admet
pour tableau de variations :

Casolia<O Casota>0

o0

-0 o +00
o | B Pl

o0

—00 It +
] B
Jix) » / \ )

Démonstration dans le casota>0et x> a
Soit f une fonction polyndme du second degré de forme canonique f(x)=a(x-a)’+p aveca>O.
Soit a<u<v avec uetv deux réels. On a successivement :
O<u—a<v-a
0’<(u—a)’<(v—a)* car la fonction carrée est strictement croissante sur  IR*
0<a(u—a)<a(v—a) cara>0
p<a(u—aV+p<a(v—af+p
donc B<f(u)<f(v) donc f est croissante sur [ c;+oo[ #

Remarques:
» Les autres cas s'obtiennent de maniére analogue

e 5 f(x):ax2+bx+c alors 0!25—5 et /)’=f<a)::1—aA avec A:b2—4ac

Exercice 9 :
Dresser le tableau de variations de la fonction f définie par f(x) = 2x2 - 3x + 1
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2. Représentation graphique, Sommet et axe de symétrie

Propriété : La fonction polyndme du second degré [ telle
que f(x)=a(x-a)’+p admet pour courbe représentative une

parabole (P) de sommet S(a;fB) et d'axe de symétrie, la
—b 5
droite d'équation x=a avec avec O{ZE et

__ A _
p= 4a_f(a) 41

Démonstration :

Soit M (x;f(x)) un point de la parabole (P) d'équation y=a(x-a)*+p .

Soit M'(x';y') le symétriquede M par rapport & I'axe (d) d'équation y=a

xX+x'
2

+ I

2X =aety=y' car K

On déduit que x'=2a—xet y=y' dou
f(x)=a(x'—aV+p=a(2a—x—a)+pf=ala—x)\+pf=a(x—af+pf=y=y'

donc M'(x';y') symétriguede M par rapport & laxe (d) d'équation y=a appartient bien a la

parabole (P) donc I'axe (d) ‘équation x=« est bien axe de symétrie de la parabole (P). #

On a donc ;y) est le milieu du segment [ MM'] .

Remarque : Les solutions de I'équation ax® + bx + ¢ = O correspondent aux abscisses des points d'intersections
entre la parabole (P) d'équation y = ax?+ bx + c et I'axe des abscisses .

\ | :
)

L'eguation n'a pas de solution. L'equation admet une solution. L'equation admet deux solutions.

A<O A=0 A>O0

Remarque : selon la valeur de a , la courbure peut étre tournée dans |'autre sens sur les schémas ci-dessus !

7/10




Second degré-cours 1ére-Spécilalité

IV. Signe d'un polyndme du second degré

1. Factorisation d'un polyndme du second degré

Propriété : Soit ax’+bx+c unun polyndme du second degré et A=b2—4ac son discriminant.
« Si A>0 alors ax*+bx+c=a(x—x,)(x—x,) avec xlzﬂ et xzzﬂ
2a 2a
« Si A=0 adlors ax2+bx+c=a(x—xo)z avec XOZi
« Si A<O adlors ax®*+bx+c n'est pas factorisable
Démonstration :
Comme a#0 ,ona f(x):a[(x+i)2—A]
’ 2a’  44°
b A b A
« Si A>0 al =a(x+—+— ) X(x+———)=a(x— —
i alors f(x)=a(x o 20) (x > 2a) a(x—x,)(x—x,)
wee x——b=VA - _—b+iA
! 2a * 2a
« Si A=0 alors f(x):a(x+£)2=O=a(x—_—b)2:a(x—x)2 avec XOZ_—b
2a 2a 0 2a

« Si A<O alors f(x) ne se factorise pas en produit de deux facteurs du 1°" degré car s'il se
factorisait ainsi, il aurait deux racines ; ce n'est pas le cas car son discriminant est négatif.

Remarque : ce type de raisonnement s'appelle un raisonnement par |'absurde. #

Exercice 10 :
Factoriser, si possible f(x)=4x2+19x-5
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2. Signe d'un polyndme du second degré

Propriété : Soit ax’+bx+c unpolyndme du second degré et A=b2—4ac son discriminant.

* Si A>0 adlorsle trindme ax?+bx+c est du signe de « a » a |'extérieur des racines et
du signe de « -a » a |'intérieur des racines

—b
* Si A=0 alors le trindme ax?2+bx+c est du signe de « a » pour tout réel X#ﬂ

* Si A<O adlorsle trindme ax?2+bx+c est du signe de « a » pour tout réel x

Démonstration :

Comme a#0 ,ona

—b—VA _—b+/A

— et x,=——
2a 2a

On dresse le tableau de signes du produit (x—xl)(x—xz) . On suppose  X;<X,

- Si A>0 dlors f(x)=a(x—x,)(x—x,) avec x,=

X —© X, X, + o0
(x—xl) - 0 + +
(x—xz) - - 0 +

(x=x,)(x=x;,) + 0 - 0 +

f(x) estdusignede a pour X<X,0uUX>X, et dusigne contraire de celuide a
pour X1<X<X2
2 —

1 = = i =—
« Si A=0 adlors f(x)—a(x+za) avec Xo=5

Un carré étant toujours positif ou nul, on déduit que f(x) estdusignede a pour X#X,
b\ o
- Si A<O alors f(x)=al(x+ z) —%] est le produit de a par un réel strictement
a
positif donc du signe de a pour tout réel x #

Exercice 11:
1. Déterminer le signe du polynome 4x2+19x-5
2. Résoudre dans R [inéquation —x2+x+6>0

Remarque : Le signe de a permet de connaitre I'allure de la parabole

a=0 o<l

La parabole est tournee vers le haut. La parabole est tournee vers le bas.

\/ pEE
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V. Tableau récapitulatif

Soit P(x)=ax2+bx+c avec aZ0

A=bh—4ac A<0 A=0 A=0
Deux solutions :
Ine 101 b=y A

Solutions de 'equation I Ao sc}plutmn =
P(x)=0 Pas de solution —_b 2a

: 2a _—b+vA

: 2a

Factorisation de Pyx) Pas de factorisation Plx)=alx—a)’ Plx=alx—oy){x—o,)
a=0

Position de la parabole
par rapport a l'axe des
abscisses

L

X —iD e b X —ol o™ -+ 5 i, —a0 o 0, +00
Signe de Pfx) . .
Pix) i Fix) + 0+ Pix) + 0 -0 +
a<0
; [+ ]
L i
' I
1 1
Position de la parabole i i
par rapport a l'axe des ! 3
abscisses g
X —0 ol X —a0 vl -+ e —ul o Cin “+o0
Signe de Prx)
P(x) & P(x) - 0- Px)| -0+0 -
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