Fonction exponentielle-correction des exercices du cours 1ére-Spécilalité

Exercice 1:

1. f,geth sont trois fonctions définies sur IR par f(x)=exp(x)+x ,
g(x)=xexp(x) et h(x)=exp(x+2) .Déterminer le sens de variation de ces trois
fonctions.
exp(x)
X

2. Lafonction k est définiesur 10;+o[ par k(x)=

Déterminer le sens de variationde k sur ]0;+oo[

Correction

1. Lafonction f définiesur R par f(x)=exp(x)+x estcroissante sur R comme
somme de deux fonctions croissantes sur IR (somme de la fonction x — exp(x) et de la
fonction linéaire x— x).

Ou bien
f est dérivable sur IR comme somme de deux fonctions dérivables sur R et
V x€R,f'(x)=exp(x)+1>0 donc f estcroissante sur R .

g est dérivable sur IR comme produit de deux fonctions dérivables sur R .
V xeR,g'(x)=1xexp(x)+xexp(x)=(x+1)exp(x)

Or, Y x€R,exp(x)>0 donc g'(x) estdusignede (x+1)

Or, x+120ex=—-1let x+1<0e=x<-1

On déduit que :

g'(x)<Osur]—oo;—1]et g'(x)=0sur[—1;+o[ donc g est croissante sur
[—1;+00[ et décroissante sur ]—oo;—1] .

La fonction h définiesur IR par h(x)=exp(x+2) est croissante sur R comme
composée de deux fonctions croissantes sur IR (composée de la fonction x — exp(x) et de la
fonction affine x— x+2).
Ou bien

h est dérivable sur IR comme composée de deux fonctions dérivables sur R et

V x€R,h'(x)=exp(x+2)>0 donc h est croissante sur R .

exp(x)

10;+0[ comme quotient de deux fonctions dérivable sur ]0;+o[ dont le
dénominateur ne s'annule pas sur ]10;+oo[
V x>0,k '(x)= exp(x)xx—1xexp(x) _ exp(x)(x—1)

2
X

2. Lafonction k est définiesur ]0;+[ par k(X)Z est dérivable sur

2

X

Or W x>0,exp(x)>0et x’>0 donc k'(x) estdusignede (x—1) .
x—1=20ex>1et x—1<0e=x<1 donc k'(x)<Osur]O;1]et k'(x)=>0sur[1;+oo[
donc k est décroissante sur ]0;1] et croissante sur [1;+oo[ .
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Fonction exponentielle-correction des exercices du cours 1ére-Spécilalité

Exercice 2 :

1. Démontrerque VY xeR,(exp(x))’=exp(2x)
2. Soit s:xéé(exp(x)—exp(—x)) et c:x-)%(exp(x)+exp(—x))

(a) Vérifier que  V xER,exp(x)=c(x)+s(x) et Vx€R,exp(—x)=c(x)—s(x)
(b) Démontrer que VW x€RR,(c(x))—(s(x))’=1
(c) Démontrer que WV x€R,c(2x)=(c(x))*+(s(x)Vets(2x)=2s(x)c(x)

Correction

1. Ya€R,beR,exp(a+b)=exp(a)+exp(b) doncpour a=xetb=x ona:
exp(x+x)=exp(x)xexp(x)=exp(2x)=(exp(x))’

2. (a) Soit x€R .Ona:
¢ (x)+5(x)=(exp(x) +exp(=x) }+2-(exp(x)—exp(—x))

c(x)+s(x)=%exp(x)+% exp(—x)+%exp(x)—%exp(—x)

c(x)+s(x)=%exp(x)+%exp(x)

c(x) = (x)={  explx espl—x]) |-{3(exp [x)-expl—x)

C(x)—s(x):%exp(x)+%exp(—x)—%exp(x)+%exp(—x)

c(x)—s(x)Z%exp (—x)+%exp(—x):exp(—x)

(b) Soit x€R .Ona:

[e(x)P=5 (exp(x) '+ 2exp (x)exp(—x )+ (exp(—x)F | = (exp(x) P+2+(exp ()

(5(x) = {(exp(x) P ~2exp(x) exp(=x +(exp (=) F)= 3 ((exp (x) P =2+ (exp (=x)))
d'od
(e(0)=(s(x)= (2= (=2))= 7 x4=1

(c) Soit x€R .Ona:
(¢ () (s(x)*=(2(exp (x) P+2(exp(=x) )= ((exp(x) P+ exp (~x)))

(C(X))2+<S(X))2=%((6Xp(2X))+(eXD(—2><)))=c(2X)
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Soit X€R .Ona:

2s(x)c(x)=2 X%(exp (x)—exp(—x))X%(exp(x)+exp(—x))
25(x)c(x):%(exp(x)—exp(—x))x(exp(x)+exp(—x))

25 (x)(x)= (exp(x)— (exp(=x)F|=7 exp(2 x) —exp(~2 ) )= s(2x)

Exercice 3 :
compléter les égalités suivantes :
2 5 9 8\5
e Xe’=e 3=l e . (e°)=e
= € o
6
e
Correction
2 5 7 9 8\5 40
e‘xe’=e 3= L e _ 3 (e)=
= € _¢
3 6
e e
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Exercice 4 :
1. Simplifier:
exXe—x (eZX)ZX(e—x)2 e3x><e4x e2—3x
2x—1 x+1
e e
2. é’rablirque:
X X+ + —X X X
VxeR,—4—=—1_ vxeR, £tlo1te Va0, 8¢ = 2
1+e” 1+e e—1 1—e e—1 e +1 e —e
3. Résoudre dans R
7x+7: Xx+3 e27x:1 e2x+2ex_3:0 er<ex e2x<1
Correction
1.
exXefx:eozl (e2x>2><(efx)2:e4x><872x262x
3x 4x 7x 2—-3x
e"Xe"  _ e _ 7x—(2x—-1)_ 7x—2x+1__ 5x+1 e _ (2-3x)—(x+1)_ 2-3x—x—-1_ _—4x+1
2x—-1 ~ 2x-1 =e =e x+1 =e =e
e e e
2. Soit x€IR .0Ona:
. e et 1 1
1+e" e“(e "+1) e “+1 1+e ”
e+1 _e(1+e™) (1+e™)
e*—1 e (1—e™) (1—e™)
Soit x€R,x#0 .Ona:
. et et _ele'+l)=e"(e'=1) _eM+et—eM+et _ 2¢ 2¢ 2
e*—1 e*+1 (e*—1)(e"+1) e —1 e*—1 e'(e"—e) e'—e™*
3.
. e =P o —x+7=x+34=2xx=2
e’ =loe’ '=e’e2—x=0ox=2

Conclusion: S={2}
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* e¥+2e"-3=0e(e f+2e"~3=0=X"+2X—-3=0 avec X =¢"
X,=1 est racine évidente de X°+2 X—3=0 donc la deuxiéme racine est

c
X2:E:_3 .Or X=e¢"*>0 donc seule lasolution X=1 peut convenir.

X=loe'=loe'=e"ox=0

Conclusion: S={0}

2
*  ef<efe2xsxex<s0oxe]-0;0]
2 2 0
. e’'<lee’'<e ©2x<0ex<0=x€]—w0;0]
Exercice 5 :

3x+2

On considére la fonction f définiesur IR par f(x)=e . Etudier les variations de  f

Correction

La fonction f définiesur R par f(x)=e>™** est croissante sur R comme composée de deux

fonctions croissantes sur IR (composée de la fonction x — exp(x) et la fonction affine x — 3x+2)

Autre méthode

3¥*2 est dérivable sur IR comme composée de deux

La fonction f définiesur R par f(x)=e
fonctions dérivables sur IR

V x€R,f'(x)=3€’***>0 donc f est croissante sur R
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