Suites arithmétiques et géométrigues-cours 1ére-Spécilalité

Chapitre 5 : Suites arithmétiques et géométriques

I. Suites arithmétiques

1. Définition et propriété

Définition : Une suite (u,) est dite arithmétique lorsque chaque terme se déduit du précédent en
ajoutant un méme nombre, r , appelé raison.

YV neN,u,,,=u,+r

Remarques :
*  Une suite arithmétique est définie dés que |'on connait son 1°" terme et sa raison
+ Sisonl"termeest U, etsaraison t ,onaalors:

UW=UgHr  W=UHr=UgH2r o U=UHr=Up+3r L U =Uo+Nnr

. Y nelN,u

e sir>0alors (Un)n est croissante

ne1—U,=T donc

« sir<0alors (Un)’1 est décroissante

e sir=0alors (U")n est constante

Propriété : Siune suite (u,) est arithmétique, de 1 terme U, et deraison r alorsona:
VneN,u =u +nr

Exercice 1: Soit (u,), une suite arithmétique de raison r=2 et de 1 terme U,=—3
1. Exprimer U; enfonctionde U,etder

2. Exprimer U, enfonctionde n puis calculer le centiéme terme de cette suite.
Exercice 2 : Soit (u,) une suite définie par : VnelN,u,=2n'—12n’+22n*~10n+1

1. Al'aide de la calculatrice, déterminer les cing premiers termes de la suite.
2. Cette suite est-elle arithmétique ?

Exercice 3 : Soit (v )

n’n

une suite définie par: Vn€N,v, =—3n+5
Démontrer que (v,), est arithmétique dont on précisera la raison et le premier terme.

Propriété : Plus généralement, si une suite (u, ) est arithmétiqueona Vn,pEN, U,,=UP+(n—p)r'
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2. Représentation graphique

Une suite arithmétique (u,) de premier terme U, et deraison r est représentée, dans un
repére, par les points A,(n;u,) .Ilsappartiennent tous & la droite d'équation Y=r X+U, puisque

pour tout entier naturel n,ona U =nr+u,

Exemple : (U, ) est une suite arithmétique de 1" terme Uy=—1 et ]
deraison r=2 alors Vn€N,u,=u,+nr=—1+2n _ Cette suite . M
est représentée par les points A, (n;u,)
Les points A,(n;u,) appartiennent donc d la droite d'équation N
y=2x—1 (voir ci-contre).
3 o2
2-
14 o
0
1 0 1 2 3
140
_2]
3. Somme des termes d'une suite arithmétique
5 n(n+1
Propriété : VneN,1+2+3+4+. . +n=) kz%
k=1
Démonstration :
Soit n€N .Ona
S=1+ 2 + 3 + 4 + . +n
S=n+(n-1)+(n-2)+ (n-3)+ ..+ 1
donc en additionnant les deux expressions, on obtient
2S = (n+1) + (n+1) + (n+1) + .+ (n+1) = n (n+1)
donc S=n(n+l)/ 2 #
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Propriété : Siune suite (u,), est arithmétique, alors la somme de n termes consécutifs de 1 terme
nXx (u ot ud)

U, etdedernier terme U, estégalea 2

Démonstration :

S=uptu,,, ety
S=ugtu,y+..+u,

donc en additionnant les deux expressions, on obtient
28=(u,+uy)+(u,, +uy,_)+...+(u+u,)
or VkeN,1<k<n—1,u,, =u,+kretu, =u,~kr donc (u,, +u, ,)=u,+u,

donc  2S=(u,+uy)+(u +u,)+...+(u,+u,)=nx(u +u,)

nx(up+ud)
2

donc S=

Exercice 4 : En 2011, Anne a regu 80€ d'étrennes. Chaque année, celles-ci augmentent de 6€.
1. Donner les valeurs a; et d, des étrennes les années 2012 et 2013.

2. Exprimer d,.; enfonctionde a, puis déterminer |'expression 4, des étrennes en
2011 +n

3. Quelle somme totale aura-t-elle regue le 31 décembre 2026 ?

II. Suites géométriques

1. Définition

Définition : Une suite (u,) est dite géométrique lorsque chaque terme se déduit du précédent en le

n’n

multipliant par un méme nombre, g , appelé raison.

V neN,u,,,=qu,

Remarques :
*  Une suite géométrique est définie dés que I'on connaft son 1°" terme et sa raison
* Sisonl” termeest U, etsaraison q ,onaalors :

— 2 3 . n
u=qu, . u,=qu,=q U, : Uz3=qU,=q U, . U =G Uo
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Exercice 5 :
+  Déterminer les 5 premiers termes de la suite géométrique (u ) de 1 terme U,=1 et
de raison g=2
+  Déterminer les 5 premiers termes de la suite géométrique (v,), de 1 terme V=5 et
de raison g=—0,5

Propriété :
* Le terme général d'une suite géométrique (u,) de 1 terme U, et de raison q est
u,=uxgq"
*  Plus généralement, le terme général d'une suite géométrique (u,), de 1 terme u, et de

raison q est u =u xq""*

Démonstration :
I'idée intuitive réside dans les égalités suivantes :

— . _ 2 . _ 3 . I |
U=quy  w=qu,=q U, . UW=qu=qu, . U=g Uo
La démonstration rigoureuse sera vue en terminale (raisonnement par récurrence) #

Propriété : une suite géométrique (u ) de 1* terme U, et de raison q est monotone ssi q=0

© lorsque q=0o0uq=1,lasuite est constante

© lorsque uo > 0 et g> 1, la suite est croissante

o lorsque uo >0 et 0< g <1, la suite est décroissante

o lorsque uo < O, les résultats précédents sont inversés par rapport au cas ot uo >0

Remarque : une étude au cas par cas est souvent plus rapide qu'une allocation directe de cette propriété.

Exercice 6 : Soit (u,), une suite géométrique de 1" terme U;=12 et de raison q=10
1. Exprimer U, en fonction de n et calculer le huitiéme terme de la suite.
2. Etudier le sens de variation de la suite.

Exercice 7 : Soit (u,) une suite définie par ¥V n€N,u,=2x5""
Montrer que la suite (u,) est géométrique et préciser sa raison et son 1° terme.

Exercice 8 : La population de la banlieue d'une ville augmente de 4 % par an et celle du centre-ville
diminue de 5 % par an. En janvier 2011, elles sont toutes les deux de 50 000 habitants. Pour tout entier
naturel n ,onnote b, et C, les populations de la banlieue et du centre-ville I'année 2011+n .

1. Déterminer les populations b,.; et C,.; I'année 2012 puis les populations en 2013.

2. Exprimer b,., enfonctionde b, eten déduire |'expressionde b, en fonctionde n
3. Exprimer C..; enfonctionde C, et en déduire|'expressionde C, en fonctionde 7
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2. Somme des termes d'une suite géométrique

Propriété :
n+1

VY nelN,siq#1, 1+q+q2+q3+.,.+q":Z q'= 1;‘1
k=0 —q

Y nelN,siqg=1, 1+1+12+13+,,,+1”:Z 1*=n+1

k=0

Démonstration :
e 1°cas: q=1
S=1+1"+1°+..+1"=1+1+1+..+1=(n+1)x1=n+1
+ 2eémecas: (q#1
S=1+q+q’+q3+q4+...+q"
aS=q+q'+q’+..+q""

n+1
donc S_qszl_qml donc S(l—Q):l—qn+l donc S:11__qq #

Propriété : Soit (U ) une suite géométrique de 1* terme U, et deraison q avec q#1 alors

n 1_qn+1
VTIElN, u0+u1+u2+...+unzz le:u()?
k=0 q
Démonstration :
Soit n€IN
n n n 1_ n+1
S '=u0+u1+u2+...+un=z ukzz uoqkzuoz qk=u0><S=u0 1 q #
k=0 k=0 k=0 —-q
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