Primitives et équations différentielles - cours Terminale Spécialité

Chapitre 10 : Primitives et équations différentielles

De nombreux phénomenes physiques peuvent &tre modélisés par une relation entre une fonction et sa
dérivée. Rechercher cette fonction revient a résoudre une équation différentielle.

I. Primitives d'une fonction

1. Equation différentielle y'=f

Définition : Soit y une fonction définie sur un intervalle I de R
On dit que la fonction g est une solution de I'équation différentielle y'=f sur I siet seulement
si g estdérivable sur I et, pour tout réel x deI,ona g'(x)=f(x)

Exemple : La fonction g définiesur R par g(x)=x" est une solution de I'équation différentielle
y'=2x sur R car g estdérivablesur R et VY x€R,g'(x)=2x

Définition : Plus généralement, une équation différentielle du 1°" ordre (ou d'ordre 1) est une équation
dans laquelle intervient une fonction dérivable f et sadérivée ' etlavariable x
L'inconnue est alors la fonction [ .

Exemples: y'=x’+1;xy'+2y=e";5y '+x yzzsin(x);Zy’—y:1 sont des équations
différentielles d'ordre 1.

Exercice 1 : Montrer que la fonction f définiesur R par f(x)=2x’—3x+1 est une solution de
I'équation différentielle y'=4x—3 avec x€R

Exercice 2 : Montrer que la fonction f définiesur R par f(x)=e®*—2 est une solution de
I'équation différentielle y'—2y=4 avec x€R

Exercice 3 : Déterminer lesréels a et b pour lesquels la fonction f:x=>ax+b définie sur R
soit une solution de I'équation différentielle xy'+y=6x+1 avec x€ER

2. Primitives d'une fonction

Définition : Toute solution sur un intervalle I de I'équation différentielle y'=f s'appelle une
primitive de f surI.

Définition : Soit f est une fonction définie sur un intervalle I de IR . On dit qu'une fonction F
est une primitive de [ sur I si, pour pour tout réel x deI, F'(x)=f(x)
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Exemple : La fonction F définiesur R par F(x)=x’ est une primitive de la fonction f définie
sur R par f(x)=2x car Vx€R,F'(x)=2x

La fonction G définiesur R par G(x)=x’+5 est une autre primitive de la fonction f définie
sur R

Remarque : la recherche d'une primitive est l'opération inverse de la dérivation.

Propriété : Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Preuve : sera démontrée dans le chapitre sur le calcul intégral. #

Propriété : Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Deux primitives de f sur I different
d'une constante.

Preuve : Soit F et G deux primitives de la fonction f surI.

Alors, pour tout réel x deI,ona F'(x)=f(x)et G'(x)=f(x) .

On en déduit que ¥ x€I,F'(x)=G'(x)oF'(x)—G'(x)=0=(F—-G)'(x)=0

La fonction F—G a une dérivée nulle donc elle est constante sur I.

Notons k cette constante.

On déduit que ¥ x€I,F(x)—G(x)=k . #

Propriété : Soit f une fonction admettant une primitive F sur I alors pour tout réel k la
fonction définie sur I par G(x)=F(x)+k est aussi une primitive de [ sur I et toute primitive de
[ surIestdece type.

Preuve :  donc G est une primitive de [ surI.
Soit H une primitive de [ surIalors H(x)—F(x)=k avec k€ER dod H(x)=F(x)+k #

Exercice 4 : on considére les fonctions définies sur R par f(x)=xe" et g(x)=(x—1)e"
1. Démontrer que g estuneprimitivede f sur R
2. Endéduire toutes les primitives de f sur R

2x+1
Exercice 5 : on considére les fonctions définies sur ]2;+oo[ par f(X)Z X et

xX—2
g(x)=2x+5In(x—2)

1. Démontrer que g estuneprimitivede f sur ]2;+oo[
2. Endéduire toutes les primitives de [ sur ]2;+o]
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II. Recherche des primitives d'une fonction

1. Primitives des fonctions usuelles

Fonction f Fonction F Intervalle de validité
f(x)=a F(x)=ax R
R si n>0
n * _ 1 n+1
f(x)=x"pourn€Z ,n#—1 ( )—m
R si n<0etn#—1
_1 1
f(x)== F(x)=—2> ]—0;0[ ou ]0;+oo[
X X
1
f(x):; F(x)=Inx 10;+0o[
1 _
f(X):T_ F(X)Z\/X 105+
2V x
f(x)=e" F(x)=e" R
f (x)=cos x F(x)=sinx R
f(x)=-sinx F(x)=cosx R
Source : Bordas-Indice-Maths-T* 3/8 Programme 2020



Primitives et équations différentielles - cours Terminale Spécialité

Cas particuliers usuels :

une primitive de

une primitive de

une primitive de
une primitive de

une primitive de

Exercice 6 :
Déterminer une primitive de la fonction f  définie sur IR par f(x)=x2—4x+9

1.

1
2. Déterminer une primitive de la fonction f définie sur ]0;+[ par f(X)Z;—j
X

1
XX est X—)EXZ

1
x>x% est X')EX3

xacos(ax+b) est x->sin(ax+b)
x=>—asin(ax+b) est x->cos(ax+b)

ax+b

1
x>—e" " avec a#0 est x- ™
a

4

Exercice 7 :
7
1. Déterminer sur ]0;+0o[ une primitive de la fonction f définie par f(x)=9 X2+—3
X
2. Déterminer sur IR une primitive de la fonction g définie par
g(x)=cos(3x)—4sin(2x—1)
2. Primitives de fonctions ayant des formes remarquables
u' et v' sont deux fonctions continues sur un intervalle I, k est un réel quelconque.
Fonction f Fonction F Intervalle de validité
f=ku' F(x)=ku I
f=u'+v' F=u+v I
f=u'xe" F=e" I
1 aa n#—1etn#0
—u'y F(x)=— _
f=u'u (x) n+1 . u ne s'annule pas sur I sin<0

Source : Bordas-Indice-Maths-T* 4/8 Programme 2020



Primitives et équations différentielles

- cours

Terminale Spécialité

Fonction f Fonction F Intervalle de validité
u r
f=7 F=Ilnu u>0 surl
f= u’ F=Vu u>0 surl
2V u v
f=u'cosu F=sinu I
f=—u'sinu F=cosu I
Preuve :
Il suffit de dériver les primitives pour obtenir les dérivées associées #
Cas particulier :
u' 1
* une primitive de —; avec u(x)#0sur I est —
u
Exercice 8 :
Déterminer une primitive sur IR de chacune des fonctions suivantes :
3x 2 oy 11x
f<X):x2+1 g(x)=20xe*™ h(x)=cos’(x)sin(x) I(X)_\/x2+1
Exercice 9 :
Déterminer une primitive sur [ 0;+co[ de chacune des fonctions suivantes :
5 . 2
— 2 4\ x)= _ ,2x+l ilx)=
f(x)=6x(x"~1) 9(x)=5—"3 h(x)=e (x)=r=—
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III. équaﬂons différentielles y '=ayet y'=ay+f

1. équaﬂon différentielle y'=ay

Propriété : Soit a unréel.
L'ensemble des solutions dans IR de I'équation différentielle y'=ay estl'ensemble des fonctions
x>Ce” avec CER .

Preuve : Soit f la fonction définie sur R par f(x)=Ce™ avec CER
Alors ¥ x€R,f'(x)=Cxae™=axCe™=af(x) donc f est bien une solution de I'équation
différentielle y'=ay
Réciproquement, soit [ une solution de I'équation différentielle (E):y'=ay et g la fonction
définie sur R par g(x)=e “Xf(x) .

g est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R et

YV x€ER,g'(x)=—ae “Xf(x)+e “Xf'(x)=e ™(f'(x)—af(x))=0 donc g est constante.

—ax C ax
Notons C cette constante. Onadonc ¥ XER,C=e “Xf(x) donc f(x)=——=Ce"™ . #

—ax

Exemple : les solutions de I'équation différentielle y'=2y sur R est I'ensemble des fonctions
x>Ce’* avec CER

Exercice 10 :
1. Résoudre I'équation différentielle y'=—4y .
2. Déterminer lasolution [ de (E) telleque f(2)=1

2. équa'rion différentielle y '=ay+bet y' =ay+f

Définition : une équation différentielle de la forme y'=ay+b,a#0 est appelée équation
différentielle linéaire du 1*" ordre a coefficients constants.

L'équation différentielle y'=ay+b,a#0 ,atoujours une solution particuliére constante.
b
En effet, la fonction définie sur IR par fo(X)Z—E est solution puisque :

V xeR,f'(x)=0 et afo(x)+b:a><(—§)+b:—b+b:0

Propriété : Soit aet b desréelsavec a#0 .

L'ensemble des solutions dans IR de I'équation différentielle (E):y'=ay+b est ensemble des
fonctions Xxf(x)+fo(x) ol f estune solution de I'équation différentielle y'=ay et f, la
solution particuliére de (E)
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Preuve : On note :
A = {x = f(x) + fo (x) ou f est une solution particuliére de y'=ay et fo une solution particuliére de (E)}
B = {solutions de y’ = ay + b}

Montrons que A est inclus dans B

Soit g une fonction de A.

Pour tout réel x on a g(x) = f(x) + fo (x)donc g'(x) = f(x) = a f(x) (1)

Comme fo est une solution particuliére de (E) ona f'o (x) = a fo (x) + b (2)

Par addition (1) + (2) on obtient  f(x)+ fo(x)=a f(x)+afo(x)+b=a(f(x)+fo(x))+b
g(x)=ag(x)+b

donc g appartient a B donc A est inclus dans B.

Montrons que B est inclus dans A

Soit h une fonction de B alors h'(x) = a h(x) + b

Soit fo une solution particuliére de (E) donc fo (x) =a fo(x)+b

Par soustraction, on obtient  h{(x) - f'o (x) = a (h(x) - fo (x))
(h-fo) (x) = a (h-fo) (x)

donc h - fo est une solution f dey'=ay

Ainsi, h - fo = f donc h = f + fo donc h appartient a A donc B est inclus dans A.

Conclusion : A= B #

Définition : 'équation différentielle y'=ay est I'équation homogéne associée d (E):y'=ay+b

Exemple : On considére I'équation différentielle (E):y'=2y+6
—6
» La solution particuliere est la fonction constante fo( X)=7=—3
+ les solutions de I'équation homogéne associée sont les fonctions f définies sur IR par

f(x)=Ce’* avec CER

On déduit que l'ensemble des solutions de (E):y'=2y+6 sont les fonctions définies sur R dela
forme x->Ce’*—3 avec CER .

Exercice 11 :
On considére I'équation différentielle (E):y'=3y—2

1. Déterminer une solution particuliére constante de (E)
2. En déduire toutes les solutions de (E)

Propriété admise : Soit a€IR et [ une fonction définie sur un intervalle I.
Toute solution dans I de 'équation différentielle (E):y'=ay+f est la somme d'une solution
quelconque de I'équation différentielle y'=ay et dune solution particuliere de (E)
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Exemple : On considére I'équation différentielle (E):y'=2y+e"
*  Une solution particuliere de (E) sur R estla fonction f(x)=—e" car
f'(x)=—e et 2f(x)+e*=—2e"+e"=—¢"
+ les solutions de I'équation homogéne associée sont les fonctions f définies sur IR par
f(x)=Ce’* avec CER daprés I'exemple précédent.

On déduit que I'ensemble des solutions de (E):y'=2y+e" sont les fonctions définies sur R de la

forme x-=Ce’*—e" avec CER

Exercice 12 :
On considére I'équation différentielle (E):y'=y+x—3

1. Montrer que la fonction g définiesur R par g(x)=—x+2 est une solutionde (E)
2. Endéduire toutes les solutions de (E)
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