Calcul intégral - cours Terminale Spécialité

Chapitre 11 : Calcul intégral

Au college notamment, vous avez appris a calculer les aires des carrés, rectangles, tfrapézes et autres.
Dans ce chapitre, on définit un nouvel outil permettant de calculer de nouvelles aires...

I. Intégrale d'une fonction positive

1. Définition

Définition :

1. Dans un repere orthogonal (O;I,J), on appelle unité d'aire, |'aire du rectangle de c6té [OI]
et [OJ].

2. Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] et (Cf) sa courbe
représentative dans un repére orthogonal.

On appelle intégrale de f entre a et b, |'aire, en unités d'aire, de la surface délimitée par ,
(Cf) I'axe des abscisses et les droites d'équation x=a et x=b

Cette aire est appelée « |'aire sous la courbe de f ».

b

Cette intégrale se note ff(x)dx et se lit « intégrale de a a b de f ».
a

« a» est la borne inférieure de cette intégrale et « b » la borne supérieure.

Y

Remarque : la notation f est due au mathématicien allemand Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).
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Exercice 1:

Soit [ lafonction définie sur IR par f(x)=x—3 et C; sa courbe représentative dans un
repere (O;I,J)

1. Représenter graphiquement les aires, en unité d'aire (u.a), égale aux intégrales

=

W

f(x)dx et J':Z[ f(x)dx

2. Calculer IetJ
3. Vérifier vos résultats d la calculatrice
indication : en MODE RUN-MATH, utiliser la touche OPTN, choisir CALC puis j dx

2. Encadrement de |'intégrale d'une fonction positive

Pour déterminer une approximation de I'intégrale d'une fonction continue monotone et positive sur

b—a
[a;b], on peut partager [a;b] en n sous-intervalles de méme amplitude hZT

Sur chacun des intervalles [ X,;Xx,,;] ,I'aire sous la courbe de f est comprise entre les aires de
deux rectangles de hauteur f(x,) et f(X.,) et delargeur «égaled h .On déduit que :

n-1 b n—1
2 hxf (x)<[ f(x)dx< T hxf (x,.)
k=0 a k=0
11y
1 I g L
09
0.8 7 Mrectangles verts
07 Mrectangles rouges
06

05 /
0.4 /
0.31F D /
0.2 /
0.1 / /
01O /E; i X
-05-0.4-03-02-01 |0 01 02 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 09 1 11 12 13 14 15 16 1.7 18 1.9 2 21 22 23 2.4 25
701 a=029 b=038
-0.2

-0.3

2/10



Calcul intégral - cours Terminale Spécialité

On peut écrire un algorithme (ici pour f croissante) permettant d'afficher un encadrement de
I'intégrale :

Entrée
Saisir a,b,n On entre les bornes a et b et le nombre de sous
intervalles n
Traitement
h prend la valeur (b-a)/n On calcule I'amplitude de chaque sous intervalle
x prend la valeur a On initialise les variables
u prend la valeur O u désigne la somme des rectangles « inférieurs »
v prend la valeur O v désigne la somme des rectangles « supérieurs »
Pour k allant de O a n-1
u prend la valeur u+hxf(x) Pour toutes les valeurs de k, on ajoute a u |'aire
x prend la valeur x + h du rectangle « inférieur suivant » et a v I'aire du
v prend la valeur v+hxf(x) rectangle supérieur suivant.
FinPour
Sortie
Afficher uyv On affiche les valeurs de u et de v qui encadrent
I'intégrale
Exercice 2 :

On considére la fonction In définiesur ]0;+oo[ et C sa courbe dans un repére orthonormé du
plan.

1. Exprimer l'aire de la surface délimitée par la courbe C |, I'axe des abscisses et les droites
d'équations x=a et x=b avec 1<a<b

2. On partage l'intervalle [a;b] en n segments de méme amplitude h et on note (u,) la somme
des aires des rectangles sous la courbe et (v,,) la somme des rectangles au-dessus de la
courbe.
(a) Exprimer h enfonctionde a,betn
(b) Ecrire une fonction « rectangles » sous Python, de paramétres a,b et n , qui retourne un
encadrement de l'aire située sous la courbe en unités daire.

3. Avec l'appel rectangles(2,3,50) obtenir une valeur approchée de cette aire a 0,01 pres.
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II. Intégrale d'une fonction continue

1. Théoréme fondamental

Théoreme : Si f est une fonction continue et positive sur [a;b] , la fonction F définie sur [a;b]

par F f f dt est dérivable sur [a;b] et a pour dérivée f .Onaainsi:

a

V x€[ a;b],F'(x)=f(x)

Preuve : cas d'une fonction f strictement croissante et positive sur [a;b] :
Soit x et x+h deux réels de [a;b]avec helR"

* Cas ot h>0 RQ@ oQ

x+h S )P
Onnote F,( ff dt et F (x+h)= ff N //

Comme f est pos:t/ve sur[a:b], F,(x+h)—F,(x) est

I'aire hachurée en rouge, en u.a. Cette aire est comprise

entre les aires des rectangles MNPS et MNQR. 1]

Comme f est croissante sur [a;b], ona : /
G

N

6

hf (X)<F,(x+h)—F,(x)<hx(x+h) | AR

f(x)< Fa(x+h})l_Fa(x)<f(x+h) car h>0

lim f(x+h)=f(x)

Or f est continue sur [a;b] donc et d'apres le théoréme des gendarmes :

=F,'(x)=f(x)

lim
h=0

F,(x+h)—F,(x)
h

« Casou h<O0

F,(x+h)—=F,(x)
h

li +h)= [ Sore :

hlf(}f (x+h)=f(x) et d'aprés le théoréme des gendarmes :

<f(x) .Or f est continue sur [a:b] donc

De fagon analogue, ona f (x+h)<

F(x+h)—F,(x)_

lim
h=0

On peut effectuer le méme raisonnement pour h<Q donc la fonction F est dérivable en tout réel x
de [a;b]et F'(x)=f(x) #
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2. Calcul de l'intégrale d'une fonction continue

Propriété : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b].

b
Si F est une primitive de f alors f f(x)dx=F(b)—F(a)

Preuve :

On sait que la fonction G définie par G(X)= f f(t)dt est une primitive de .

Si F est une autre primitive de f alors il existe un réel k tel que F(x) = G(x) + k pour tout x de [a;b].

or Glb)= f(t)de et Gb)=] f(t)de=0

donc F(b)—F(a)=(G(b)+k)—(G(a)+k)=G(b)—G(a)=}f(t)dt #

a

Remarque : cette formule s'étend aux fonctions continues de signes quelconques sur un intervalle I avec a et b
réels quelconques dans I et on peut alors définir |'intégrale d'une fonction continue de signe quelconque.

Exercice 3 :

3 0
Caculer 1=[(3x*+4x)dx et J=]e™dx

1 -1

Théoréme : Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives.

On généralise le résultat précédent aux fonctions de sighe quelconque sur un intervalle I.

Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f , a et b deux
réels quelconques de I. On appelle intégrale de f entre a et b la différence F(b) - F(a) et on note :

b

| f(x)dx=F(b)—F(a)

a

Exercice 4 :

4 0 T

1. Calculer I=f(3x2+4x+1)dx , J=fe3x+1dx et K:ISSin(Zx)dx

-1 -1 0

2. (a) Démontrer que la fonction F définiesur ]0;+o[ par F(x)=xIn(x)—x estune
primitive de la fonction Ln sur ]0;+o0[

(b) En déduire l'intégrale L=f In(x)dx
1
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III. Propriétés de l'intégrale d'une fonction continue

Propriétés : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a, b, ¢ trois réels de I et k un
réel quelconque.

1 ff(x)dxzo
2. jf(x)dXZ—Jb‘ f(x)dx

3. Linéarité de |'intégrale :

e (gl de=] Flx)dcs | g(x)ax

a

b

" fkf(x)dXZk}f(x)dx

4. Relation de Chasles : jlf(x)dx+f f(X)dXZJ'f(x)dx

b
5. Positivité de |'intégrale : Soit a<b et f(x)>0 sur [ a;b] alors jf(X)dX>0 .

6. Si f(x)=g(x)sur [a;b] alors ff(x)dx?fg(x)dx _

a

Preuves :
Soit F et 6 une primitive de f et de g respectivement.

a

1. [f(x)dx=F(a)-F(a)=0
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3. Linéarité de I'intégrale :
*  F+G est une primitive de f+g d'ou le résultat

* Onsait que k F est une primitive de k f donc
b

[ K (x)dx=(kE) )4 KF)(a)=k(F (b)—F (a))=k [ £ (x)dx

a

4. (F(b) - F(a)) + (F(c) - F(b)) = (F(c) - F(a)) d'oti le résultat

5. Découle de la définition de I'intégrale dans le cas ou f est positive

b
6. Si f(x)=g(x)sur [ a;b] alors f(x)—g(x)=0 donc J.(f(x)—g(x))dxzo
b b ‘
donc ff(x)dx—f g(x)dx=0 d'aprés la linéarité de I'intégrale

b

donc }f(x)dx?fg(x)dx 4

a
Exercice 5 :

1
1. Déterminer le signe de I'intégrale M=J e " dx .
0

Xl dx |
e+1

X
e
e +1

1 1
2. Soit I:f dx et J:I
0 0

(a) Calculer T
(b) Calculer I + J puis en déduire J

Exercice 6 :

1. Démontrer que ‘v’xe[o;l],e"zéex .

1
2. Endéduire que OS_[ e" dx<e-1
0
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IV. Intégration par parties

Propriété : Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et dont les dérivées
u'etv' sontcontinuessurI.Soit aet b deuxréels.Ona:

Julady () dx=tu( v u (v

Preuve :

Les fonctions u et v sont dérivables sur I donc la fonction uv est aussi dérivable sur I et
(uv)'=u'v+uv' donc ¥ xe€I,u(x)v'(x)=(uv)'(x)—u'(x)v(x) .

Or, les fonctions u et v sont continues sur I car elles sont dérivables sur I. De plus, u'et v' sont

continues sur I donc les fonctions uv' et v'u le sont également donc :

u(x)v'(x)dx=

((uv)'(x)—u’(x)v(x))dx

b
(uv) ’(x)—f u'(x)v(x)dx dapreés la propriété de linéarité de l'intégrale

a

u(x)v'(x)dx=

2 e T 2 ——
2 e T 2

Or, une primitive de la fonction (uv)' est la fonction (uv) donc :

b

fu(x)v'(x)dx:[u(x)v(x)]f;—}u'(x)(x)dx #

a

Exercice 7 :
In(2)

Calculer I:f xsin(x)dx J=fxln(x)dx et K= f (x—1)e*dx .
0 1 0

8/10



Calcul intégral - cours Terminale Spécialité

V. Applications du calcul intégral

1. Calcul d'aires

La définition de I'intégrale pour une fonction positive permet de calculer |'aire sous la courbe puis que
b

celle-ci est alors égale, en u.q, ) ff(X)dX

a
Plus généralement, l'intégrale d'une fonction de signe quelconque permet de calculer I'aire de certaines
surfaces planes délimitées par une courbe ou par deux courbes.

Propriété :

1. Si f est continue et négative sur [a;b] alors |'aire, exprimée en u.a, de la surface plane
délimitée par (Cf) , I'axe des abscisses et les droites d'équation x=a et x=b
est égale a:

—ff(x)dx

a

2. Si f et g sont deux fonctions continues positives sur [a;b] telles que f(x)ég(x) alors,
I'aire en u.a, de la surface comprise entre les courbes (Cf) et (Cg) et les droites
d'équation x=a et Xx=Db estégalea:

J o= ()ax

Exercice 8 :

Soit f et g les fonctions définies sur [0;1] par f(x)=2x et g(x)=x’

1. Construire C;et C, dans un méme repére orthogonal
Démontrer que V0<x<1,f(x)>g(x)

3. Calculer I'aire A, ,enu.a, de la surface comprise entre C, , |'axe des abscisses et les
droites d'équation x=0et x=1

4. Calculer I'sire A, ,enu.a, delasurface comprise entre les courbes C,et C, et les
droites d'équation x=0 et x=1
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2. Valeur moyenne d'une intégrale
V4 9

Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b].
On appelle valeur moyenne de f sur [a;b] le réel :

m:bia_[f(x)dx

Remarque : on écrit aussi mx(b—a)= f f(x)dx

Dans le cas ou f est strictement positive sur [a;b], la valeur
moyenne de f est la hauteur h du rectangle de largeur (b-a) qui a la
méme aire que |'aire sous la courbe.

Remarque : la vitesse moyenne d'un mobile lors d'un mouvement uniformément accéléré entre deux

t.
1 2

instants t, et t, est égale a la valeur moyenne de sa vitesse P fv (t)dt
270

Exercice 9 :
Calculer la valeur moyenne de la fonction carré sur [0;3].
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