Continuité et convexité-correction des exercices du cours Terminale Spécialité

donnée ci-contre. f est-elle continueen?2?en-1?

Exercice 1: On considére la fonction définie sur [-2:4] dont la courbe est b /

Correction
On peut construire Cf sur l'intervalle [-2;2] sans lever le crayon donc f est continue en -1.

Par contre, on doit lever le crayon pour construire C; sur ]2;4]donc [ n'est pas continue en 2.

Exercice 2 :
f(x)=1-x six<2
f estune fonction définie sur IR par f(x)=2x-5" si2<x<3
f(x)=x six>3

1. Construire C; puis émettre une conjecture sur sa continuité.
2. Démontrer cette conjecture.

Correction

1. Courbe C;

Continuité en x=2
lim f(x)=lim 1—x=—1 et lim f(x)=1lim 2x—5=—1et f(2)=—1 donc f est continue en 2.

x32 X2 x32 x2"

Continuité en x=3

lim f(x)=lim 2x=5=1 et lim f (x)=lim x=3#1 gy f nest pas continue en 3.
x=3 x=>3 x=3 x=3
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Continuité et convexité-correction des exercices du cours Terminale Spécialité

Exercice 3 :
On considére la suite (u,) définie par u,=—1 et un+1=2\/un+3
On considére la fonction f définie sur [—3;+o[ par f(x)=2vx+3

1. Montrerque Vne€N,u,>—3 . Endéduire que VY neN,u,.,=f(u,)
2. A l'aide des courbes ci-dessous, construire U;,U, et u;

Ly

{ €

i d: y=x

: 11

S —————
iy 1 x

3. Etudier les variationsde f sur [—3;+o[ .
4. Démontrer par récurrence que la suite (u,) est croissante et majorée par 6.
5. Endéduire que (u,) est convergente et calculer sa limite.

Correction

1. Soit n€N .Posons P(n):u,>—3
Démontrons par récurrence que P (n) est vraie pour tout ne€iN

Initiglisation : pour n=0 ,ona U,=—1>—=3 donc P(0) est vraie.

Hérédité :
»  Hypothése de récurrence (HR) : on suppose qu'il existe unrang n=0 pour lequel on a
u,>—3
« Ona u,>—3 donc u,+3>0 donc vyu,+3>0 car la fonction racine carrée est
strictement croissante sur [0;+o[ donc 2+u,+3>0 donc U,.,>—3 donc
P(n+1) est vraie.

Conclusion : la propriété P(n) est initialisée aurang n=0 et héréditaire
donc vraie pour tout entier naturel n=0 d'aprés le principe du raisonnement par récurrence
donc Vn=0,u,>-3
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Continuité et convexité-correction des exercices du cours Terminale Spécialité

3. [ estdérivable sur ]—3;+x[ comme composée de fonctions dérivables sur
1-3;+o[ .Soit x>—3 .ona:

f'(x)= S >0 donc f est strictement croissante sur [—3;+0[
2Vx+3 Vx+3

4. Soit n€N .Posons P(n):u,<6
Démontrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n€N

Initialisation : pour n=0 ,ona Uy;=—1<6 donc P(0) est vraie.

Hérédité :

On suppose qu'il existe unrang n=0 pour lequel on a P(n) est vraie.

Ona —3<u,<6 donc \/un+3<\/m= v9=3 donc 2\/un+3<6 donc u,,;<6 carla
fonction racine carrée est strictement croissante sur [0;+o[ donc P(n+ 1) est vraie.

Conclusion: P(n) est initialisée au rang n=0 , héréditaire donc vraie pour tout

entier naturel n=0 d'aprés le principe du raisonnement par récurrence donc
Vn=>0,-3<u,<6

5. (u,,) est croissante et majorée donc convergente. Notons L sa limite.
VnelN,n>1,0<u,<6, alors 0SL<6
VY neN,u,,,=f(u,) et f continuesur [—3;+oo[ donc f(L)=L
f(L)=LeL=2VL+3oL>0et L’=4(L+3)= L>0et L’~4L—12=0

Résolution de I'équation x’—4x—12=0 dans R
A=b’—4ac=(—4)-4x1x(—12)=16+48=64=8>0 donc I'équation admet deux solutions
—b—VA_4-8_—4 —b+VA_4+8_12

distinctes réelles x,= 7a 5 7=—2<0 et x,= 7a > 72620

Conclusion : seule la solution X,=6 convient car positive donc L=6 . Ainsi, nl_l)IEO u,=6
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Exercice 4 :
On considére la fonction [ définiesur R par f(x)=x’—5x+2

1. Montrer que I'équation f(x)=0 a au moins une solution dans [-3;-2].

2. Justifier que [ est strictement croissante sur [-3;-2].

3. Démontrer que |'équation f(x):O admet une seule solution dans [-3;-2].

4. Al'aide de la méthode par balayage, donner un encadrement de ¢ a 0,01 pres.

Correction
1. [ est continue sur [-3;-2] comme fonction polyndme avec f(—3)=—10<0 et
f(=2)=4>0 donc I'équation f(x)=0 admet au moins une solution dans [-3;-2] d'aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires.
2. [ estdérivable sur [-3;-2] comme fonction polynome et pour tout —3<x<2 ona:
f'(X>:3XZ_5:3(X2_2):3(X_\/§>(X+ %) .Or \/g<2 donc f'(x)>0 comme
produit de deux nombres strictement négatifs donc f est strictement croissante
sur [-3 :-2].

3. [ est continue sur [3;2] comme fonction polyndme, strictement croissante sur [-3;2] telle
que f(—3)=—10<0 et f(—2)=4>0 donc I'équation f(x)=0 admet une seule solution
dans [-3;-2] d'apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires.

4. A laide de la méthode par balayage, on obtient —2,42<c<—2,41

Eneffet, f(—2,42)~—0,072 et f(—2,41)~0,0524
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Exercice 5 :
On considére la fonction [ définiesur R par f(x)=x’—-3x+1
1. Montrer que I'équation f(x)=0 a au moins une solution dans [0;1]
2. Justifier que f est strictement croissante sur ]1;+oo[
3. Démontrer que |'équation f(x)=0 admet une seule solution O dans ]1;+o0[
4. Al'aide de la calculatrice, donner une valeur approchée de O a 0,01 pres.
5. Par balayage, donner un encadrement de & a0,1 pres.
6. Par l'algorithme par dichotomie, retrouver cet encadrement de O a0,1 preés.
Correction
1. [ estcontinuesur [0;1] comme fonction polyndme avec f(0)=1>0 et f(1)=—1<0

donc I'équation f(x)=0 admet au moins une solution dans [0;1] d'aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires.

f estdérivable sur ]1;+00[ comme fonction polyndme et pour tout x>1 ona:
f'(x)=3x*-3=3(x*-1)=3(x—1)(x+1) . Vx>,(x+1)>0et (x—1)>0 donc
f'(x)>0 donc f eststrictement croissante sur ]1;+oo]

f estcontinuesur ]1;+o[ comme fonction polyndme, strictement croissante sur

11;+0[ ,telleque f(1)=—1<0 et Xl_i){rllﬂx): lim x*=-+o0 d'apres la propriété de la

X=>+00

limite du plus haut degré au voisinage de +%0 donc I'équation f(x)=0 admet une seule
solution @ dans ]1;+co[ d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires.

. Alaide de la calculatrice, on obtient a~1,53 a0,01 prés.

Par balayage avec un pas de 0,1 on obtient 1,5<a<1,6 .
Eneffet, f(1,5)=—0,125<0 et f(1,6)=0,296>0

. Par dichotomie, on obtient :

f(1)=—1<0et f(2)=3>0 donc 1<a<2

f(1,5)=—0,125<0 et f(2)=3>0 donc 1,5<a<2

f(1,5)=—0,125<0 et f(1,75)=1,109375>0 donc 1,5<a<1,75
f(1,5)=—0,125<0 et f(1,625)~0,41>0 donc 1,5<a<1,625

f(1,5)=—0,125<0 et f(1,5625)~1,127>0 donc 1,5<a<1,5625 donc 1,5<a<1,6
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Exercice 6 :

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer, par lecture graphique, les intervalles sur lesquels la

fonction est convexe, concave.

Indication : pour déterminer graphiquement la convexité d’une fonction, on peut observer la position de sa

courbe par rapport a ses tangentes.

Graphique 1 - courbe C;

Graphique 2 - courbe C;.

Y

»

Correction

Graphique 1 - courbe C;

Graphique 2 - courbe C;.

f estconcavesur ]—;4] car C; est
située au dessous de ses tangentes.

f estconvexesur [4;+x[ car C; est
située au dessus de ses tangentes.

f' estdécroissante sur ]—o;—4] donc
f estconcave sur ]—oo;—4]

f' estcroissante sur [—4;+o[ donc f
est convexe sur [—4;+o[
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