Suite de Fibonacci-DMé
Terminale_Spécialité

Récurrence linéaire d'ordre 2 —
cessite 'utilisalic ndesngp

Approfcndissement

\

néaire dordre2 | .CasA< 0. Ce casné

Onditquiunesuite (i, ) est récurrente ‘
3 coefficients constants si elle veérifie UNe relation de co?'ﬁ:i;te — —
récurrence du type - a. 50! n i )
AN = pu, (1) g == _15 et u,,, =104, 25u
pour tout n EN, it 5 = Al + bu, . -
Déterminer uné formule explicite de u, €n fon

oll a et b sont des réels donnés. _ :
s ug et définit | de n pour tout entier naturel n.

La donnée des deux premiers terme

vérifiant la relation (1). b. Soit la suite (F, ) définie sur N par:
ue de premier Fy=0 F=1et F,=Fpn

nulle vérifie la | appelée suite de Fibonacci, du nom du - nathép,

cien italien du i€ siecle. ;

« Montrer que, pour toutn € N

b
r

une unigue suite
1. Montrer qu‘une suite géométriq
terme u, non nul et de raison g non
relation (1) si et seulement si g est solution de I'équa-

tionx? —ax—b=0.
Cette équation est appelée équation caractéristique  La” — ™)
de la suite linéaire d'ordre 2. F,= Tg{‘ﬁ" @)
2. On admet le théoréme suivant. 1+ 5
Soit A le discriminant de I'équation caractéristique | OU@est le nombre d'or (cp S ) et
xzrax—bzﬂ. 5 '|__J§

g

«Cas A > 0. L'équation caractéristique possede dans
pour toutn € N:

« Montrer ensuite que,

ce cas deux solutions réelles distinctes x; et.x,.

() vérifie (1) si et seulement s'il existe deux réels A s

et |t tels que, pour tout n € N, u, = Ax + g, F 1-[09)

« Cas A = 0. L'équation caractéristique posséde une F‘ = e

solution double réelle, notée x. ! is [{p )

(u,) vérifie (1) si et seulement s'il existe deux réels A : i

ot bels que, pour toukn € Ny, = (kL) « Conjecturer la valeur du rapport de deux
n 0 consécutifs de la suite de Fibonacci quand n

des valeurs de plus en plus grandes.
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Correction

1. Soit (u,) une suite géoémtrique de raison q#0 et de premier terme u,#0 .
VY neN,u,=u,Xq",u,.,=u,Xq"" et u,,,=u,xq"" . On déduit que :

Upr =AUy, +bu, o ugX q" = aXuy X g™ +bXu,x q"
Uy,,=au,,, +bu,=q’=aq+b avec u,#0 et q#0
Uy,»=0aU,,,+bu, = gsolution de I'équation x’—ax—b=0

2. (a) Soit (u,) une suite définie par u,=1,u,=—15 et VneN,u,,,=10u,,,—25u, .
L'équation caractéristique associée & (u,) est x’—10x+25=0 .
x°—10x+25=0s(x—5)’=0=x=5 .
On déduit que V' n€N,u,=(An+u)x5" avec (A; u)€R’
or =(AX0+u)x5" @[ 1=u o 1=u o 1=u
' =(Ax1+u)x5' | —15=5A+5u 5A=—15-5=-20 A=—4

Conclusion: ¥ neN,u,=(—4n+1)x5"
(b) Soit (F,) une suite définie par F,=1,F,=1et VneN,F,,,=F,,+F, .

L'équation caractéristique associée & (F,) est x’—x—1=0 .
Résolution de I'équation x*~x—1=0 dans R .
A=b*~4ac=(—1)1-4x1x(—1)=5>0 donc I'équatino admet deux racines réelles

1+5 = ._1-V5
2

et 9'= > . On déduit que :

distinctes ¢=
YV neN,F,=A¢"+ug¢" avec (A;u)€R’ .Or,
0=/l><¢'o+‘u¢0©[ 0=A+u Q[ r=—u [ A=-u
1=Ax¢" +ug' |1=A¢'+up [1=A¢'=A¢p [1=A(¢p'—9)

A=—u L
- A=—u e “ 5
1=2A%(—5) A P

V5
o 1-V5\" 1 (1+V5)"
Conclusion : VHEINF__E(T) E( 5 )
vnelN,Fn:%(gp"—(p'”)
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Soit n€IN .Ona:

1 n+1 o+l n+l r ol y n+l
L S I ks

= 7 _¢ ¢
F 1 n mn r n N
Tl ¢"(1_(%)) 1—({;)

1-+5

o' 2 _1-45 9 . (¢')”_
¢_1+\/§_1+\/§ donc 1<¢<1 donc lim =0 .

n=>+o
2

Or,

; n+l
g\ o' 1- ()
dot lim [ 1—( ¢) =lim (1—( ¢) =1 donc lim o =1 comme quotient de
' 1_( ¢ )
limites.

. F,y
Conclusion : lim ——=¢ .

n->+ow
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