Limites et dérivation-Cap vers le Bac-Correction-Indice Terminale _Spécialité

Sujet A page 196
1
Soit f la fonction définie sur IR par f(x):§x4+x3—6x2+7x :

1. lim f(x)=lim L e —6x+7x=lim X'(5+=—=+5)=+% comme produit de
X=>—o0 X=>—0 X>—o0 X X X

limites avec lim (l+l—i+l) L car tim L= 1im L=1im i_O et lim x'=+00
X=>—0 2 X X2 X3 x>—w X Xx¥—oo X X>—0 X X —o0

Par un raisonnement analogue, on montre que Xl_l)?l f(x)=+o0

2. f estune fonction polyndme donc dérivable sur R .
V xeR,f '(x)Z%X4x3+3x2—12+7:2x3+3x2—12x+7

f' estune fonction polyndme donc dérivable sur IR .
V x€R,f"'(x)=6x"+6x—12

3. lim f'(x)=1lim 2X’+3x*~12x+7=lim x (2"';_1_3"'13) —9%  comme produit de
X>—o0 X —o X>—o X x X
limites avec lim (2+§—£+1> 2 car lim l: lim iz: lim %:0 et lim XSZ_OO
X=—00 X X X x>—0 X  x¥-w X x>—w X X>—o0

Par un raisonnement analogue, on montre que XIPEQ fr(x)=+c
T )max(= 1) w3x(=Z) —12x(= L)+7=2x(
2 2 2

7 —243
2

7. 196

2)— (==)

(4 49 )+ 343 147

' X(22)+4247="2224 220 449,
f J+3 4 + 4 T4 T4

£r(= +49=—49+49=0
Par des calculs numériques analogues, on obtient f'(—2)=27 et f'(1)=

f'(x)=6x"+6x—12=6(x"—x+2) donc f''(x) estdusignede (x’—x+2) sur R .

e N . . g _C _
Or X,;=1 est racine évidente donc la 2éme racine X, vérifie X1><X2—E donc x,=2

X -0 1 2 +00
(x—l) - 0 + +
(x—2) - - 0 +

(x—1)(x—2) + 0 - 0 +
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Limites et dérivation-Cap vers le Bac-Correction-Indice Terminale _Spécialité

On déduit le tableau de variations de ' sur R

27 +00
frx)| 7 \0/

Conclusion : On a bien vérifié les données du tableau de variations de ' donné dans I'énoncé.

4. a) A l'aide du tableau de variations de ' , on déduit son tableau de signes.

o L e
o 2
fix)| - 0
b) On déduit le tableau de variations de f .
v | - 7 .
2
() -0 .
+00 +00
f(x) N d
2107
32
(D= Dy D) —ex (D) +7x(- D)= 220
270 2 2 2 2 32
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Limites et dérivation-Cap vers le Bac-Correction-Indice Terminale _Spécialité

Sujet B page 196
Soit f lafonction définie sur [ 0;+o[ par f(x)=10e"" avec u(x):—ez_% définie sur
[0;+oof .

1. Soit x>0 .Ona f'(x)=10u’(x)xe"" .

' —_ ]- 27%_ 1 27% — ]- [P ' — u(x)
0 =—(—— =(—=)x(- = d =— .
rou'(x)=—(=gg)xe P=lmgg)x(ze P)=—ppulx) dob frx()=-u(x)e
Or ¥V X€eR,e*>0 donc VxEIR,e“(X)>0 donc f'(x) est dusigne de —u(x):e27%>0

On déduit que ¥ x=0,f'(x)>0 donc f est strictement croissante sur [ 0;+oo[ .

2. lim ——~==—o0 donc lim 2—==—o0
X+ X+ 1
X _x
lim e*=0donc lim e =0 par composition de limites donc lim —e '°=0 donc
X>— X+ X+
; — : — 1 ulx) _
lim u(x)=0  on déduit que 1im (x)=1im 10e"*'=10 par composition de limites.

X+ x>+ X+

3. (@) f'(x)=—u(x)e"™ estdérivable sur [ 0;+o0[ comme produit et composée de
fonctions dérivables sur [ 0;+00[ . Soit x>0 .Ona:

f"(x)=—[u'(x)e”(x)+u(x)><u '(x)e”(x)]Z—[—iu(x)e“(x)+u(x)(—iu(x))e”(x)]

10 10
F(x)=ku(x)e L)

(b) Vx=0,u(x)<0et V X€R,e*>0 donc 1—10u(x)e“(x)<0

Etude du signe de 1+u<x):1_ez_lio sur [ 0;+o0[ .

X

p I p S
l1+u(x)=0su(x)=—1e-e "=—loe 10:1@2—%0=0@1—);=2 e x=20

X X

2-X 2-X
1+u(x)>0=u(x)-1eo—e “—l1oe 10<1<:>2—1i0<0 car X-e" est strictement

croissante sur IR . On déduit que 1+u(x)>0@1—)z)>2®x>20

De méme 1+u(x)<0=0<x<20 .

3/10



Limites et dérivation-Cap vers le Bac-Correction-Indice Terminale _Spécialité

On déduit le tableau de variationsde ' sur [ 0;+[ .

X 0 20 +00

1 u(x)

0 u(x)e § .
1+u(x) - +
f''(x) + 0 -

f e N

() f' estcroissante sur [0;20] puis décroissante sur [ 20;+[ donc f' admet un
maximum en 20 donc la vitesse de décroissance de longueur de la queue du lézard est maximale

au bout de 20 jours.
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Limites et dérivation-Cap vers le Bac-Correction-Indice Terminale _Spécialité

Sujet C page 196

Partie A

2

Soit [ la fonction définie sur [ O;+oo[ par f(x):xe‘x

1. Soit x>0 .Ona —x’<-2x+1ex’-2x+1>0=(x—1F>0 ce qui est toujours vrai donc
e_XZ<e_2"+1 car X-e* eststrictement croissante sur R .

2. (a) Soit x>0 .Ona _O’Sex(_2X€*2X):exxe72x:X672x+1 ‘
(b) limf(x):lim Xe " estune Fidutype +00X0 .

X+
Orpour x>0,e " <e >*' dapréslel donc O<xe “<xe ' .
. . —2x . —e —2x ey ..
or lim 0=0 et lim xe **"'=lim TX((—2X)><e *)=0 par composition de limites avec

X+ x>+ X+

lim (—2x)=—o0 et lim Xe*=0( limite usuelle)
x>+ X>—w

On déduit que 1im f(x)=1lim xe =0 d'aprés le théoréme des gendarmes.

x>+ X+

On déduit que C; admet I'axe des abscisses pour asymptotes au voisinage de +o0 .

3. f(x):xefXz est dérivable sur [ 0;+o0[ comme ,produit et composée de fonctions
dérivables sur [ 0;+oo[ .
Soit x=0 .Ona:

fr(x)=le ™ +xx(—2x)xe “=e ¥ —2x'e “=e “x(1-2x%)=e X2 1_,
2

4. x=0donc (%+x)>0 .Deplus, VX€R,e*>0 .

On déduit que f'(x) est du signe de (%—x) d'ot le tableau de variations de f .

X 0 7 +0o
(2 ) c0 -
f'(x) + 0 -

5/10



Limites et dérivation-Cap vers le Bac-Correction-Indice Terminale _Spécialité

Partie B

1.  A(x)=ONXOP

2. D'aprés la Partie A, on déduit que A(x) admet un maximum en 08

V2
2

qui vaut 72><e
Remarque : on vérifie que %6[ 0;2]

V2, 2

3. Lasurface a peindre en bleu vaut A (7)=7Xe70’5~0,43 m’
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Limites et dérivation-Cap vers le Bac-Correction-Indice Terminale _Spécialité

Sujet D page 197

1. Dans OMH rectangle en H, d'aprés le théoreme de Pythagore ona :
OM?2=OH?+HM? e 12=x*+HM? = HM2=1- x> HM=1y1—x" avec 0<x<1

2. Soit g(x)=mx’V1—x* définiesur 10;1[
(@) g estdérivablesur ]0;1[ comme produit de fonctions dérivables sur ]0;1[ avec

1—x2>0 pourx€]0;1[
Soit 0<x<1l .Ona:

3 AN 3
g'(x)=m X2 x X1 =7 X —=X —2x —2nx¢1—x2— 2ax" _27x(1-x)-mx

\/1 x* \/1—){2 \/1—x2

,(X)zﬂx(2—2x2—x2)=er(2—3x )
\/1—x2 \/1—x2

(b) V0<x<1,7x>0et V1—x*>0 donc g'(x) estdusignede 2—3x’=—3x’+2

Or, —3xX°+2=0< xzzgﬁx:\g avec 0<x<1

On déduit le tableau de variations de g sur ]0;1[

e
3

g'(t) * 0 -

ZJI\/E
g S 9 N\

0 0

lim g(t)=lim ﬂXZ\/l—XZZO et lim g(t)=lim 7 1-x*=0

t>0" t>0" t>1° t>1

_2 ) 2 1_2x 2743
=7 X 4= XA[1— J'L'X X 1——_717
3 37373 9

3. g estcroissante sur ]0\/ ] puis décroissante sur [\/7 1[ donc g admet un

. 2 - . .
maximum en \/5 . On déduit que le volume du cylindre est maximal lorsque g(x) est

maximal c'est a dire lorsque x=OH=\/§ et par conséquent lorsque MH= \/% .

27 ¢§
9

Le volume maximal vaut g( g):
9Y3
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4.

V<0
X<0
Tant que V < 1
x < x + 0,001
Ve gx’y1-x°

Fin Tant que
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Limites et dérivation-Cap vers le Bac-Correction-Indice Terminale _Spécialité

Sujet E page 197

_t
Soit £(¢)=980e °+20 avec t=0 -

: — . t .
1. (a) tl_l)m f()=20 cqr lim ——=-wet lim =0 par composition de limites.
+ 00 td+ 0 X>—

(b) f estdérivablesur [ 0;+o0[ comme composée de fonctions dérivables sur
[0;+[ .Soit t=0 .Ona:

_t _t
f'(t)=980><(—%)><e °=—196e ° .0Or, Y X€R,e*>0 donc Vt=0,f'(t)<0 donc

f est strictement décroissante sur [ 0;+o0[ avec f(0)=1000 .

On déduit le tableau de variationsde f sur [ O;+oo[ .

t 0 +00
f'(t) -
1000
f
20

2. Soit d(t)=f(t)—f(t+1) pour t=0

t+1 t

(@ d(t)=(980e 5+20)—(980e ° +20)=980¢ °(1—e

-1
5

)

L .
(b) lime °=0 (vuaul(a))donc limd(t)=0

t>+ 00 t>+ o0

(c) On déduit que si t trés sensiblement augmente alors la température du four ne baisse
plus au cours d'une heure.
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Sujet F page 197

1
Soit [ (X)=x+—— définiesur 17;+o]

(x=7)

1. flx)=x+ (x—7)2 :X+(X—7>_2 est dérivable sur ]7;+o[ comme somme de fonctions

dérivables sur ]7;+0[ avec (x—7)* quine s'annule pas sur ]7;+o]
Soit x>7 .Ona:

fr(x)=1+(-2)x1x(x=7)°=1—

(x—77 réponse : ¢

. . 1
2. lim f(x)=lim X+———=+%0 comme somme de limites avec :

X+ X+ (X—7)
lim x=+o0
X+
i —1 p— 4 . .

lim >=0 comme composée de limites avec :

X+ (X—7)
lim (x—7)=+o ; 2_ U .
! = et lim X'=+wet lim —=0 réponse : a
X2+

X+ Y+

. . 1
3. lim f(x)=lim x+ 5 —1T% comme somme de limites avec :

x»7" x>7" x—7

lim x=7

x>7"

lim > =1% comme composée de limites avec :

x>7" (X—7)
lim x=7 et lim (x—7)°=0"
x>7" x-7"

ilgf(x):mo donc C; admet une asymptote verticale d'équation x=7 . réponse : d

1
4. Soit (X_7)2<9(X)<f(x) avec g définiesur ]7;+x[

Ona hm

5=+ (limite étudiée au 3.) donc 1M g(x)=+o0 par comparaison de limites.
x=>7" X_7> x37

réponse : ¢
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