Calculs de limites-correction des exercices du cours

1.

Exercice 1:

f est définiesur ]3;+oo[ par f(X)Z% )

-3
Comment choisir x pour que f(x)>100 ? pour que f(x)>1000 ?
En déduire une conjecture de la limite de f en 3.

2. A étant un réel positif fixé, comment choisir x pour que f (Xx)>A ?
En déduire la limite de f en 3.
Correction
1. Soit x>3 . f(x)>1000 15100 x—3<— o x<3+-—— o x<3,01
) ' x—3 100 100 ’
Conclusion: f(x)>100« 3<x<3,01
Soit x>3 . f(x)>1000< 1 1000 x—3<—t c»x<3+i@x<3,001
' x—3 1000 1000
Conclusion:  f(x)>1000< 3<x<3,001
. 1 1
2. Soit x>3etA>0 . f(x)>Ae >SAex—3<—o x<3+—
X— A A

Conclusion: Y A>0,f(x)>A=3< x<3+%
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Exercice 2 :
1 1

f estdéfiniesur R* par f(x):1+;+_2
X

C; est sa courbe représentative et son tableau de variation est donné ci-dessous :

X |—o -2 0 + 00
1 + o0
9 \0,75 / o \ 1

1. Lire dans le tableau de variation, les limites de [ aux bornes de son ensemble de définition.
En déduire |'existence de deux asymptotes @ C;

2. Avec la calculatrice, représenter C; et son asymptote horizontale D
Conjecturer la positionde C; par rapportd D . Démontrez cette conjecture.

Correction
1. A l'aide du tableau de variations, on déduit :

lim f(x)=1;lim f(x)=+o0;lim f(x)=+o0; lim f(x)=1

X>—o0 x>0 x>0 X +0

On déduit que C; admet une asymptote horizontale d'équation y=1 au voisinage de —% et au
voisinage de +% ainsi qu'une asymptote verticale d'équation x=0

2. Aladide de la calculatrice, il semble que C; soit située en-dessous de son asymptote

horizontale au voisinage de —9 et au-dessus de son asymptote horizontale au
voisinage de +
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Exercice 3 :
Calculer, en justifiant, les limites suivantes :
lim Vx(2—x) lim Xz(l_z) lim (2x°—8x) lim (x*+2x+3)
X+ X+ X X=>— X=>—©
Correction
. lim Vx(2—x)=— comme produit de limites usuelles avec :
X+
lim vx=+0o0 et lim (2—x)=—o0
X+ X+
. lim xz(l— )=—o0 comme produit de limites avec :
X+ X
. 2 . 1 ..
Em x"=+oo (usuelle) ot lim (=—2)=-2 (somme de limites usuelles)
X+o0 x>+ X
. lim (2X2—8X)=+00 comme somme de limites usuelles avec :
X>—0
lim 2x2:+oo avec 2>0 et lim —8 x=+w avec -8<0
X>—© X>—©
. lim (X3+2 X+3)=—00 comme somme de limites usuelles avec :
X>—0
lim xX’=—o0 o4 lim 2x+3=—o0
X=>—o0 X=>—o
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Exercice 4 :
2x—9
3—x

f est la fonction définie sur ]3;+o[ par f(x)=

1. Calculer la limite de f en 3
3

3—x

2. Démontrer que f(X)Z—Z— puis calculer la limite de f en +o©

Correction

. . 2x—9 _ . o
1. lim f(x)—hm — _ —1% comme quotient de limites usuelles avec :
x>3" x>3 -

lim2x—9=-—3<0 et liIm3—x=0

x»3" x=3

. 3  —2(3-x) 3 _—6+2x—3_2x—-9
2. >3 —2— = — = = =
Soit X Lona 3—x 3—x 3—x 3—x 3—x f(x)

. . 3
lim f(x)=lim —2— 3 =—2 comme somme de limites avec :

X+ X+ —X

im —2=— . —3
lim =2=-2" o4 Jim ——=0 comme quotient de limites usuelles avec

X3+ X+ 3__X

lim —3=-3 ,; lim 3—x=0

X2+ X2+
Exercice 5 :
Ci-contre, on donne le tableau de variation d'une fonction f . T |—00 4o¢
1 -
g est la fonction définie sur IR par g(X)=m . f /0
—2
: . 1
Déterminer l_1)m g(x) et lim ——
X2~ X +0 g(X)
Correction
R . . . . 1 1 1
D'apres le tableau de variations, on a lim f(X):—Z donc lim g(X): lim =—F5=—75 par
X>—© Xd—0 Xd—w© f(X) _2 2
passage a l'inverse de limite.
. . . . 1
De méme, lim f(x)=0"donc lim g(x)=lim m:—oo par passage d l'inverse de limite.
X+ X=>+o0 X+
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Exercice 6 :
Calculer les limitesen +owet—w de f(x)=5x"—2x+3 et g(x)=—2x’+2x*—5x+7

Correction
. lim f(x)=1lim 5x*~2x+3=+% comme somme de limites usuelles.
X>—o© X —0
. lim f(x)=lim 5x’~2x+3 est une FI du type +o0—oo
X+ X+
. P s 2 2, 3\_ i -
or lim 5x°=2x+3=1im x’(5—=+=)=+% comme produit de limites avec :
X+ X+ X X
i 2_ . 2 3\ o
Im X"=+© ot lim (5_—+—2>—5>0 comme somme de limites usuelles avec :
X+ X+ X X

lim 5=5 et lim lz lim L=0
X+ x>+0 X x>+ X

*  Par un raisonnement analogue, on montre que Xl_l)IPw g(x)=+0 44 lim g(x)=—o

X+
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Exercice 7 :

- _ 2 _ x+2 _3x°+2
Calculer les limites en +oet—wo de f(X)—X_1 : g(x)—x_1 ; h(x)= P
Correction

«  lim f(x)=1lim

X>—o0 x>—o0 X—

1 =0 comme quotient de limites avec :

lim 2=2 et lim x—1=—ow

X=>—0 X=>—0

A . . . 2 +
De méme, par un raisonnement analogue, on montre que  lim f(x)=lim =0

x>+ xd—00 X—
. lim g(x)=lim X+2 st une FI du type ==
X>—ow x3—0 X—
x(1+z) 142
. oXx+2 . . X
Or, lim = lim =lim ——=1 comme quotient de limites avec :
x>—0 X— X=>—o0 1 X>—o0 1
x(1-=) 1-=
X X

. . 1 L.
lim 1+;:1 et lim 1—;21 comme somme de limites usuelles
X=>—0w0

X>—0

De méme, par un raisonnement analogue, on montre que 1_1)I+n g(x)=1
X 0

2
. lim h(x)= lim 3X+2 o5t une FI du type ¥

X>—o© X>—© —X +
2 2
x2(3+—2) x(3+5)
Or, lim — X —lim =+00 comme quotient de limites avec :
X>—0 1 X>—w 1
X(;—l) (;—1)

lim X(3+_2):_00 comme produit de limites avec :
X>—© X

Xl_l)rflw x=—oo (usuelle) o4 Lim (3+5)=3 comme somme de limites usuelles
X=2—0 X

et lim (;— 1)=—1 comme somme de limites usuelles.
X>—©

- De méme, par un raisonnement analogue, on montre que 1M h(x)=—o

X+
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Exercice 8 :

2_X)5

x+3

Ecrire f comme composée de deux fonctions puis déterminer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

f est la fonction définie sur ]—oo;—3[ par f(x)=(

Correction
5

2Xx 2X 5
‘v’x<—3,f(x):(m) =(vou)(x) avec u(x)zm et v(X)=X

. . 2X i =— i =0
lim u(x)=1lim ===+ comme quotient de limites avec lim 2x==6 ,; lim x+3=0
X>—3 xs-3 X+3 x>3 >3

lim v(X)=lim X’=+o0

X+ X+
5
Par composition de limites, on déduit que lim f(x)= lim (vou)(x)=lim (Z—X) =400
x>—3 x>—3 x»-3 X+3
lim u(x)= lim 2TX3: im 27)(3: lim —-—=2 . |
X3+ x>+ X x40 x(1+—) X3 +m (1+_) comme quotient de limites avec :

lim 2=2 .4 |im (1+§): 1 comme somme de limites avec lim (1)20( usuelle )

x>+ X+ X x2+0 X

lim v(X)=lim X°=32
X-2 X2
5
Par composition de limites, on déduit que lim f (x)=lim (vou)(x)= lim (Z—X) =32

X+ X+ X+ X+3
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Exercice 9 :

. 1
Calculer 11_{2 \/ «_3 endétaillant les différentes étapes.

x>3

Correction

VX>3,f(x):\/é:(vou)(x) avec u(x)= 3

et v(X)=vVX

. . 3 J— . — +
lim u (x)=1im =+00 comme quotient de limites avec hm+ 1=1 o lim x—-3=0"
x=»3" x3" X X3 X3

lim v(X)= lim VX=+o0

X+ X+

Par composition de limites, on déduit que lim f(x)=lim (vou)(x)=lim 1/2—X:+oo .
x>3" x3 x+3 | X+3
Exercice 10 :
f estune fonction définie sur IR telle que, pour tout réel x , —1<f(x)<1
péterminer  lim LX) lim (x+f(x))  lim (x+f(x)
X +00 X X+ X>—©
Correction
* Calcul de lim M
x>+ X

Soit x>0 .Ona —1<f(x)<1 donc —l<f(x)<l
X X X
N 1_ ) f(x) L L.
Or lim ==lim ——=0 donc lim ——=0 d'aprés le théoréme des gendarmes.
x>+ X x2+0 X x3+0 X

+ Caleulde  lim (x+f(x))

>+00

Soit x>0 .Ona —1<f(x)<1donc x—1<x+f(x) .
or lim x—1=+c0 (usuelle) .. Xl_i){rrix+f(x)

X+

=%%  d'aprés le théoréme de comparaison.
. Caleulde lim (x+f(x))

Soit x>0 .Ona —1<f(x)<1donc x+f(x)<x+1 .
or lim x+1=—o0 (usuelle) 4., xlirflwf(x)+x:

X=>—©

~ % daprés le théoréme de comparaison.
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