Raisonnement par récurrence-correction des exercices-Indice Terminale_Spécialité

Exercice 39 page 28
Soit (u,) une suite définie par U,=6 et VneN,u,,,=2u,—5 .
Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n , u,=2"+5 .

Correction
Soit n€N et P(n):u,=2"+5
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel n

Initialisation
uy=6 et 2°+5=1+5=6 donc la propriété est vraie au rang n=0

Hérédité
Hypothése de récurrence : On suppose qu'il existe un entier n=>0 pour lequel P(n)
est vraie (HR).

Ona u,=2"+5 donc 2u,=2(2"+5)=2""'+10 donc 2u,—5=2""+10-5=2""+5
donc u,,,=2""'+5 donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : P(n) est initialisée au rang O et héréditaire donc P(n) est vraie pour
tout entier naturel n d'apres le principe du raisonnement par récurrence.

Exercice 42 page 28
Soit (v,) une suite définie par v,=2 et VnEIN,vn+1:%vn+2 )

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n , v,<5 .

Correction
Soit nelN" et P(n):v,<5
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n

Initialisation
V,=2<5 donc la propriété est vraie au rang n=1

Hérédité
Hypothése de récurrence : On suppose qu'il existe un entier n>1 pour lequel P(n)
est vraie (HR).

Ona V,<5 donc %V"<%X5 donc %Vn<3 donc %V,,+2<3+2 donc V., <5

donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : P(n) est initialisée au rang 1 et héréditaire donc P(n) est vraie
pour tout entier naturel non nul n d'aprés le principe du raisonnement par
récurrence.
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Raisonnement par récurrence-correction des exercices-Indice Terminale_Spécialité

Exercice 44 page 28

n

1
Soit (u,) la suite définie par u,=8 et VneN, 1= U +3 .

1. Calculer u; .
2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n , U, Su, .
3. En déduire le sens de variations de (u,,) .

Correction

1. u1:%u0+3:%x8+3:2+3:5

2. Soit n€N et P(n):u,,,<u,
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel n

Initialisation
u,=8 et u;=5 donc u,<u;, donc la propriété est vraie au rang n=0

Hérédité
Hypothése de récurrence : On suppose qu'il existe un entier n=0 pour lequel P(n)
est vraie (HR).

1 1 1 1
—u .. <—u —>0 —u . . +3<—u +3 u..<u
g U S Uy car donc 7 U 4 Un donc U, Sl

donc P(n+1) est vraie.

Ona U, suU, donc

Conclusion : P(n) est initialisée au rang O et héréditaire donc P(n) est vraie
pour tout entier naturel n d'aprés le principe du raisonnement par récurrence.

3. D'aprésle 2., ona VneN,u,,<u, donc la suite (u,) est décroissante.
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Raisonnement par récurrence-correction des exercices-Indice Terminale_Spécialité

Exercice 46 page 28
Soit f la fonction définie sur R par f(x)=2x"—-2x*+x—2
Soit (u,) la suite définie par U,=1 et VneN,u,,,=f(u,) .

1.

1. Déterminer f'(x) puis étudier les variations de f .
2. (a) Justifier que u;=—1 .
(b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n , U, ;SU, .
(c) Conclure quant au sens de variations de (un) .
Correction

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=2x"-2x"+x—2

f est dérivable sur R comme fonction polyndéme.
V xeR,f'(x)=6x"—4x+1

Etude du signe de f'(x)
A=b’—4ac=(—4)-4x6x1=16—24=—8<0 donc ['(x) est du signe de
a=6>0 sur R donc VxeR,f'(x)>0

On déduit que [ est strictement croissante donc croissante sur R
a) u=flup)=f(1)=2x1°"-2x1*+1-2=-1

b) Soit neEN et P(n):u,, <u,
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel n

Initialisation
u,=1 et u;=—1 donc u,;<u, donc la propriété est vraie au rang n=0

Hérédité
Hypothése de récurrence : On suppose qu'il existe un entier n=0 pour lequel
P(n) est vraie (HR).

Ona un+1<un
Or f est croissante sur R donc f(up.;)<f(u,) donc Uu,,<u,, donc P(n+1)
est vraie.

Conclusion : P(n) est initialisée au rang O et héréditaire donc P(n) est
vraie pour tout entier naturel n d'aprés le principe du raisonnement par
récurrence.

c) D'aprés le b), ona VneN,u,,,<u, donc la suite (u,) est décroissante.
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Raisonnement par récurrence-correction des exercices-Indice Terminale_Spécialité

Exercice 47 page 28

3u
it | ite défini u,=0,7 et VnelN,u,,,= L
Soit la suite définie par Uy, n+l 1+2u
. . sgi . _ 3x
1. Soit f la fonction définie sur [ 0;+owo[ par f(x)= T+ x

(a) Etudier les variations de f sur [ 0;+o00[ .

(b) En déduire que, si x€[ 0;1] alors f(x)e[0;1] .
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n , O<u,<1 .
3. Déterminer le sens de variation de la suite (Un) .

Correction

. . P . _ 3x
Soit f la fonction définie sur [ 0;+o0[ par f(x)_1+2x

1. a) f est dérivable sur [ 0;+[ comme comme quotient de deux fonctions
affines dont le dénominateur ne s'annule pas sur [ 0;+oo[ .
vxelR,f,(X>:3(1+2X)—2><3x:3+6x—6x: 3
(1+2x)? (1+2x)  (142x)
Or W x>0,(1+2x)>0 donc f'(x)>0
donc [ est strictement croissante donc croissante sur [ 0;+o[ .

b) f est strictement croissante sur [ 0;+o[ donc
si 0<x<1 alors f(0)<f(x)<f(1) .or f(0)=0cet f(1)=%=1 :

On déduit que si 0<x<1 alors 0<f(x)<1 .

2. Soit neEN et P(n):0<u,<1 .
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel n .

Initialisation
u,=0,7€[ 0;1] donc la propriété est vraie au rang n=0 .

Hérédité
Hypothése de récurrence : on suppose qu'il existe un entier n=0 pour lequel
P(n) est vraie (HR).

Ona O<u,<1 .Or f estcroissante sur [ 0;+o[ donc f(0)<f(u,)<f(1) .
or f(0)=0;f(1)=1et f(u,)=u,,, donc O<u,, ;<1 donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : P(n) est initialisée au rang O et héréditaire donc P(n) est vraie
pour tout entier naturel n d'aprés le principe du raisonnement par récurrence.

_ 3u, . _3u,—u,—2u; 2u,(1-u,)
" 142u, " 1+2u,  1+2u,
or VneN,0<u,<1 donc —1<-u,<0 donc 0<l-u,<I et (1+2u,)>0

De plus (1+2un)>0 . On déduit que Uu,,;—u,=0 donc (un) est croissante.

3. Soit n€EN .Ona u,,—u
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Raisonnement par récurrence-correction des exercices-Indice Terminale_Spécialité

Exercice 48 page 28

. % +1)(2n+1
Montrer par récurrence que VY neNlN ,zk2:12+22+32+....+n2=n(n 23( +1)
k=1

Correction

Soit nelN" et P Zk =124224+3%+ __+n’= (n+1>6(2n+1)
k=1

Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n .

Initialisation

1
Pour n=1 ,ona Zk=12=1 etM

k=1

=1 donc P(1) est vraie.

Hérédité
Hypothése de récurrence : on suppose qu'il existe un entier n>1 pour lequel P(n)
est vraie (HR).

(Zk) n+16(2n+1) . (ik2)+(n+1)2:n(n+1)(2n+1)+(n+1)2 '

k=1 6

n+1

Or Z ) n+1)’ (Zk . On déduit que :
k=1

%k n(n+1)(2n+1)+6(n+1)* _(n+1)(n(2n+1)+6(n+1)) _(n+1)(2n°+n+6n+6)
6 B 6 - 6
n+1 2
donc Zk (n+1) 21(13+7n+6)

Or (n+2)(2n+3)=2n*+3n+4n+6=2n"+7n+6 . On déduit que :

i kz_(n+1)(2n2+7n+6)_(n+1)(n+2)(2n+3)

2= 5 = 5 donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : la propriété est initialisée au rang n=1 et héréditaire donc vraie pour
tout entier naturel non nul d'aprés le principe du raisonnement par récurrence.
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Raisonnement par récurrence-correction des exercices-Indice Terminale_Spécialité

Exercice 49 page 28

n 2 2
3 " n(n+l
Montrer par récurrence que VY neNlN ,Zk3=13+23+33+...+n3=7( 2 )
k=1

Correction

2
Soit n€N et P(n Zk =1’+2°+3’+...+n 7(’“-1)

k=1
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n

Initialisation

1 2 2
1"X(1+1
Pour n=1 ,ona z K=13=1 et (1+1)°_1x4

k=1 4 4 =1 donc P(1) est vraie.

Hérédité
Hypothése de récurrence : on suppose qu'il existe un entier n>1 pour lequel P(n)
est vraie (HR).

(Zk) n+1) donc (il<3)+(n+1)3:M+(n+l)3

k=1

n+1

élﬁ) n+1)° (Z K

. On déduit que :

n+1

Zk— (n+1)+4(n+1)° _ (n+1)°(n"+4(n+1)) _ (n+1)](n’+4n+4) _(n+1)*(n+2)"

4 4 4 4

donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : la propriété est initialisée au rang n=1 et héréditaire donc vraie pour
tout entier naturel non nul d'aprés le principe du raisonnement par récurrence.
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