Nom - Prénom : Controle n°2

Terminale_Spécialité

Exercice 1
Soit la suite (u,) définie par uy=0etV neN,u,,;=u,+3n(n+1)+1
Montrer par récurrence que ¥ n€N,u,=n’

Exercice 2
Déterminer les limite des suites définies par :

_7n2—3n
Vs
4n +5

Exercice 3
2

3—x

Soit f la fonction définie sur [0;3[ par f(x)=

9
Soit (u,) la suite définie par UOZE et VneN,u,,,=f(u,)

Calculer u; . Vous donnerez le résultat sous forme d'une fraction irréductible.
Etudier les variations de f sur [0;3[.

H WN -

En déduire les variations de la suite (u,)

1/3

w,=Vn—n’

A l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrer que ¥V n€N,1<u,,,<u,<2 .
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Correction

Exercice 1

Démontrons par récurrence que ¥ n€N,u,=n" . Soit n€N et P(n):u,=n

3

Initialisation : Pour n=0 ,ona u,=0et 0°=0 donc P(0) est vraie.

Hypothése de récurrence

On suppose qu'il existe un entier n=>0 pour lequel P(n) estvraie cest ddire u,=n’ (HR).

Hérédité : Au rang suivant, (n+1) ,ona:

Uy =u,+3n(n+1)+1=n’+3n’+3n+1

Or (n+1)=(n+17(n+1)=(n"+2n+1)(n+1)=n’+n’*+2n°+2n+n+1=n’+3n>+3n+1
donc u,m:(n+1)3 donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : P(n) est initialisée au rang O et héréditaire donc P(n) est vraie pour tout entier
naturel n d'aprés le principe du raisonnement par récurrence donc ¥ n€N,u,=n’

Exercice 2

. .7 1 .7 .
lim u,=lim —+n=+0 comme somme de limites avec lim —=0 donc lim —=0 et lim n=+o0

n=>+w n>+w N n+w N n>+w N n>+o
7n°=3n
lim v,= lim nf est une FI du type i%
n->+oo n->+ow 4n +5
2 3 3
2 n (7__) (7__)
. 7n"=3n_,. n-_ . n _7 ) o
or lim ——=Ilim ————=1im =7 comme quotient de limites avec :

n=>+w 4n +5 n—)+oon2(4+%) n-)+oo(4+22)

lim 1=0 donc lim (7—§)=7 et lim %20 donc lim (4"'%):4

n+0o N n-+w n n+wo N n->+w n

lim w,=1im Vn—n" est une FI du type +o0—00

n->+ow n->+ow

Vn Vn
Or lim \/ﬁ—nzz lim n’(~—~—1)=lim n*(—————1)=lim n*(—=—1)=—o0
r n=>+ow n=>+ow ( n2 ) n->+w (\/T’IX\/an ) n->+ow <n\/n )
1
comme produit de limites avec 1im n'=+® et lim —==0 donc lim (—_1) -1
n=+w n>+0 NV N n2+o N
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Exercice 3

—_

10
6

]
3

2. [ est dérivable sur [0;3[ comme quotient de fonctions dérivables sur [0;3[ dont le dénominateur ne
s'annule pas sur [0;3[.
—(-1)_ 2

Soit x€[0:3[ .Ona f'(x)=2X 7= =>0 donc f est strictement croissante sur [0;3].
(3—x) (3—x)

3. Soit neN et P(n):VneN,1<u,, <u,<2
Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel n .

27 5_25

itiali i : =—=— ¢t ==

Initialisation: Ona U, =1 et u, 3-15
25 _27

Or. 1<E<1—5<2 donc 1<u,;<u,<2 donc est vraie.

Hérédité :
Hypothése de récurrence : On suppose qu'il existe un entier n=>0 pour lequel P(n) est vraie.

Ona 1=<u,,<u,<2 .

Or, f est cronsscn‘resur [0:3[ donc f(1)<f(u,,,)<f(u,)<f(2) avec
2 2. _ 2 2

f(l) 3 1 2 1 f( ) n+1’f(un+1) n+2 et f<2)_3_2_1 2

donc 1<u,,,<u,,;<2 donc P(n+l) estvraie.

Conclusion : P(n) est initialisée au rang O et héréditaire donc P(n) est vraie pour tout
entier naturel n d'aprés le principe du raisonnement par récurrence.

4. Daprésle3., VneN,1<u,,;<u,<2 donc VneN,u, <u, donc (u,) estdécroissante.
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