Ensembles de nombres-cours Seconde

Chapitre 1 : Calculs numériques & ensembles de nombres

I. Priorités des opérations

1. Calculs sans parentheses

Propriété : dans un calcul sans parentheses et formé uniquement d'additions et de soustractions, les
calculs s'effectuent de la gauche vers la droite.

Exercice 1: calculer A=38-7+4

Propriété : dans un calcul sans parentheses, la multiplication et la division sont effectuées en priorité
sur l'addition et la soustraction.

Exercice 2 : calculer A=5+6x 3 et B=9-8:2

Propriété : dans un calcul sans parenthéses, quand il n'y a que des additions ou que des multiplications,
on peut effectuer les calculs dans dans l'ordre que I'on veut.

Exercice 3 : calculer A=25+132+75 et B=5x87x2

2. Calculs avec parentheses

Propriété : dans un calcul avec parenthéses, les calculs entre parenthéses sont effectués en priorité.

Exercice 4 : calculer A=12-(4+3) et B=(7+3x8)x(9-3)

II. Opérations sur les nombres relatifs

1. Distance a zéro d'un nombres

Définition : Sur une droite graduée, a est |'abscisse du point A. La distance a zéro du nombre a est la
longueur du segment [OA]. Une distance a zéro est toujours un nombre positif ou nul.
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Exemples : la distance a zéro de (+3) est la longueur du segment [OA] c'est a dire 3
la distance a zéro de (-3,5) est la longueur du segment [OB] c'est a dire 3,5
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2. Additions de nombres relatifs

Régle 1 : pour additionner deux nombres relatifs de méme signe,
on additionne leurs distances a zéro
puis on met devant le résultat obtenu le signe commun aux deux nombres

Exercice 5 : calculer A = (+5) + (+8) et B=(-7)+(-3)

Régle 2 : pour additionner deux nombres relatifs de signes différents,
on soustrait leurs distances a zéro
puis on met devant le résultat obtenu le signe du nombre de plus grande distance a
zéro

Exercice 6 : calculer A = (+5) + (-8) et B=(-7)+(+3)

Propriéteé : pour effectuer une somme, on peut déplacer et regrouper les termes comme on veut.

Exercice 7 : calculer A = (-7) + (+B) + (-11) + (+7) + (+3)

3. Soustractions de nombres relatifs

Définition : opposé d'un nombre relatif
Deux nombres sont opposés lorsque leur somme est nulle.

Exemples : (-7) est I'opposé de (+7) car (-7) + (+7) =0
(+2,4) est |'opposé de (-2,4) car (+2,4) +(-2,4)=0

Remarque : Les points A(+7) et A'(-7) sont symétriques par rapport d l'origine O de |'axe gradué.

Régle 3 : pour soustraire un hombre relatif, on ajoute son opposé.

Exercice 8 : calculer A = (+12) - (-4) et B=(+7) - (+9)

4. Ecriture simplifiée

Régle 4 : dans une suite d'additions de nombres relatifs, on peut supprimer les signes d'additions et
les parenthéses.

Régle 5 : un nombre positif écrit en début de calcul peut s'écrire sans signe.

Exercice 9 : A l'aide de I'écriture simplifiée, calculer A = (+7) + (+11) + (-16)

2/14



Ensembles de nombres-cours Seconde

5. Multiplications de nombres relatifs.

Propriété : signe d'un produit de nombres relatifs
Le produit de deux nombres relatifs de méme signe est un nombre positif.
Le produit de deux nombres relatifs de signes contraires est un nombre négatif.

Exercice 10 : déterminer le signe des produits suivants puis effectuer les calculs

A= (+B) x (+3,7) B=(+5)x (-8,2) C=(-4)x(-13) D =(-12) x (+7,3)

Propriété :
Le produit de facteurs non nuls, contenant un nombre pair de facteurs négatifs est positif.
Le produit de facteurs non nuls, contenant un nhombre impair de facteurs négatifs est négatif.

Remarque : on peut multiplier plusieurs facteurs dans n'importe quel ordre !
Exercice 11 : déterminer le signe des produits suivants puis effectuer les calculs

A=(#2)x (-3)x2x(-B)x (+2)x (-1) et B=(-3)x7x(+3)x(-1)

Multiplication par zéro : Si l'un des facteurs d'un produit est nul alors ce produit est nul.

Exemples : 556x0=0 0x(-34)=0

6. Divisions de nombres relatifs.

Définition : inverse d'un nombre non nul
Si le produit de deux nombres est égal a1, alors on dit que ces deux nombres sont inverses I'un de

. . - . 1 -1 . .
l'autre ou que I'un est l'inverse de I'autre. On note S U X I'inverse d'un nombre non nul x.

Remarque : le nombre O n'a pas d'inverse !

1 _
Exemple : 2X0,5=1 donc 2 et 0,5 sont inverses |'un de |'autre donc 0,5=5= 2"

Exercice 12 : Déterminer l'inverse de (-0,25) .

Remarque : Ne pas confondre inverse et opposé d'un nombre
linverse de 3 est =

3
I'opposé de 3 est -3
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Propriété : Quotient de deux nombres relatifs

Diviser un nombre a par un hombre non nul b revient a multiplier a par l'inverse de b, c'est-a-dire

a 1 —1
—=aX—=aX
b a 5 axb

—64
Exercice 13 : calculer A:W

Remarque : cela nous permet d'avoir deux fagons de calculer un quotient
*  soit on effectue une division
*  soit on effectue une multiplication par |'inverse du dénominateur

Propriété : Le signe du quotient (b non nul) est le méme que celui du produit axb

ST

III. Opérations sur les puissances

n

1. Définition des nombres a"eta”

Définitions : a désigne un nombre relatif et n désigne un entier naturel.
1" cas : par convention ¢°=1
2™ cas : si n est non nul alors le hombre « a puissance n » noté " est défini par

a'=aXaxXaXaX....... Xa

n facteurs

n

3°™ cas : si a est non nul alors le nombre « a puissance -n » noté q~

P N
a" aXaXaXaX....... Xa
n facteurs

nest appelé I'exposant

est défini par

L 1 11
Cas particuliers: a =aeta =2
Exemples: 4°=4x4x4 T=TXTXTXTXTXTXTXTXT
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—2_ 1 w1 _1_1_1_1

Exemples: 3 —? 5 —;—g)(g)(g)(g
. _ o 1 _1 _ 1
Attention : a "#ax(—n) En effet, par exemple, 3 —§—§ et 3><(—2)_—67&§

2. Opérations sur les puissances

Dans tout ce paragraphe, n et m désignent deux entiers relatifs et a désigne un nombre relatif.

Régles de calculs sur les puissances :

Exercice 14 : compléter les calculs suivants

3¥x3"=3" 1123_11,,,, 17° - 6'X4'=....
112" 1757
65:(2X3)5:2....x3.... 47_ 4 5 3_ 5 23 5:2
—==(3) () ==—

3. Cas particuliers des puissances de 10

Définitions : n désigne un entier naturel.

1 cas : par convention 10°=1

Zéme cas : 10 :10000

n zéros

3*™ cas : 10 :@(’_9 I .Le 1 est en n*™ position aprés la virgule

nzéros

Exercice 15 : Calculer les nombres suivants :

(10*)x10° 20° (—10) 0,00001 1000000
10°*
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Cas particuliers de puissances de 10 a connditre :
10°=1 10'=10 10°=100 10°=1000
un dix cent mille
10*=10000 10°=100000 10°=1000 000 10°=1000 000000
dix —mille cent —mille unmillion un milliard
_ 1 o1 1 31 1
10 '=—=0.1 10 "=——=——>+-=0,01 10 "=—=——-+-=0,001
10 10> 100 10° 1000
undixieme un centieme unmillieme
10-*=—-=0,0001 10~ =—=0,00001 10" =—-=0,000001
10 10
un dix millieme un cent millieme unmillionieme

4. Ecriture ou notation scientifique d'un nombre

On peut écrire un méme nombre sous plusieurs écritures.
Par exemple, on peut écrire 0,0035=3,5x0,001=3,5%10""
De méme 427x10°=4,27x10°X10°=4,27x10""=4,27x10’

Les derniéres écritures obtenues 3,5x107° ou 4,27x 10’ sont des notations scientifiques.

Définition : Tout nombre décimal peut s'écrire d'une maniére unique sous la forme + ¢ x 10" ol a est
un hombre relatif compris entre 1 et 10 (10 exclus) et n est un entier relatif.

Exercice 16 : donner |'écriture scientifique de A=

48%(10*Px3x107°

160%x10°*
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IV. Opérations sur les fractions

1. Quotient de deux nombres

Définitions :

% (avec bz0) est le quotient de a par b. On peut écrire %: a:b

est le nombre qui, multiplié par b est égal a a (avec bz0)

SIS

2. Quotients égaux

Propriété : la valeur d'un quotient ne change pas si on multiplie ou si on divise son numérateur et son
dénominateur par un méme nombre non nul (différent de zéro).

axk_a o ak_a k20

bxk b & bk b V€
. 12_4x3_4 14_2x7_2 1,56 _ 156:100 _ 156
xemples : 15 5x3 5 21 3x7 3 2.5 250:100 250

Propriété : un méme nombre rationnel admet une infinité d'écritures fractionnaires toutes égales.

2_29_100
4 58 200

Exemple : O,5=%

3. Fractions

Définition : Parmi toutes les écritures fractionnaires d'un méme nombre, il en existe qu'on appelle
fractions. Une fraction est un quotient dont le numérateur et le dénominateur sont des entiers.

19 6 112 .
Exemples : 20° 2’ 14 sont des fractions
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Méthode : Réduction de fractions au méme dénominateur
Pour réduire deux fractions au méme dénominateur, on détermine un multiple commun aux
dénominateurs (le plus petit possible) puis on procede comme dans |'exemple ci-dessous :

- : 3 7 .
Exemple : écrire les fractions s et g sSous le méme dénominateur.

Le pl tit multipl a15 et a6 est 30. 0 | 3= 3><2_£€Z_—7X5_E
e plus petit multiple commun & 15 et @ 6 est 30. Onadlors 7 ==7-C = el =0 =0,

Remarque : écrire deux fractions sous le méme dénominateur permet notamment de les comparer.

Exercice 17 : Ecrire les fractions suivantes sous le méme dénominateurs

2.8 -5 7 u 17 13 3
3 7 8 10 9 5 2 11

4. Comparaison de deux fractions

Propriétés :
Deux fractions écrites sous un méme dénominateur positif sont rangées dans le méme ordre

que leurs numérateurs.
Deux fractions positives écrites sous un méme numérateur sont rangées dans l'ordre inverse

de leurs dénominateurs.

Exemples :
4 7 -8 -5 4 20 21
—<—= 4<7 —_—<— —8<-5 —=—<== 20<21
car 9 3 car 3-15°15 car
Z>z car 3<5 %<% car 4>3 12—1>% car 2<3

5. Addition ou soustraction de fractions

Régle de calcul : Pour additionner ou soustraire des hombres en écritures fractionnaires :
On les écrit sous le méme dénominateur
On additionne ou on soustrait les numérateurs et on garde le dénominateur commun

atb a b_a—b

—_—t —= —_————=

c C C c c C
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3,1 0,5 7.5 p_li,2 1

3 1
i : A==+— B== C=——= = -
Exercice 18 : calculer 23 1365 37 575575

6. Multiplication de fractions

Régle de calcul: Pour multiplier deux quotients, on multiplie les numérateurs entre eux et les

dénominateurs entre eux.

a_c¢c _ aXc
—X—==—
5T b xd avec avecb#0etd #0
3.5 3x5_15
R —-X ===
Exemples 477 4x7 28

Trés important : avant d'exécuter les produits des numérateurs et des dénominateurs, on cherche a
décomposer les nombres en produits plus simples afin de simplifier les calculs.

Exemples: Dx23-5X3X4x6_18_ 9 14, 55 _2XT7X5x11 _10
Xemples 16725 4x4x5x5 20 10 33721 3x11X7X3 9
9_16 395 7. -5 11 _-25_—1
ice 19 : A=ZX—=> B="oX—> (=tX—= D=——X—X—
Exercice 19 : calculer g3 13765 c 3777 157 22 5

7. Division de fractions

iz a . b
Propriété : tout nombre non nul de la forme p @pourinverse

a c
Régle de calcul : Diviser le nombre 5 avec b#0 par un nombre non nul g vee c#0etd#0

s d . Coor s d :
revient a multiplier b par l'inverse de Pl c'est a dire par - autrement dit :

a
Ezﬂxﬂ avec b#0,c#0 et d#0
¢ b ¢
d
9
: . —7.4 2
Exercice 20 : calculer 3 ‘g buis 3
4
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V. Les racines carrées

1. Racine carrée d'un nombre positif

Définition : Soit a un nombre positif.

Il existe un nombre positif dont le carré est égal a a
Ce nombre se note «E et se lit « racine carrée de a ».

Onadonc sia>0 alors (vVa)'=vax+va=a

Exemple : /13 est le nombre positif dont le carré est égal & 13 donc (\/1_3)2213
Attention : la racine carrée d'un nombre négatif n'existe pas !
Exercice 21 : compléter (\/§)Z= Ng)zz (va)=

2. Carré parfait

Définition : Un carré parfait est le carré d'un nombre entier

Exercice 22 : Déterminer les carrés parfaits inférieurs ou égaux a 100

3. Racine carrée d'un carré

Propriété : Pour tout hombre a ,ona +a’=|d cestdadire Va’=asia=0etVa’=—asia<0

Remarque : \/620 et \/Izl

Exercice 23 : Compléter

V13'= V(=x )= V(-3)= V7,1%=

4. Opérations sur les racines carrées

Propriété : Pour tous nombres positifs aetb ,ona

Jaxb=vVax\b et \/%2% avec b#0
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Démonstrations exigibles au programme notamment la premiere des deux

1. (Vaxb)=axbet (Vaxyb)'=(Va) x(Vb)'=axb donc (Vaxb)'=(Vaxyb)’
Or Jaxb est positif car c'est une racine carré_e et Jaxyb est aussi positif comme
produit de deux racines carrées donc Vaxb=vax+b

2 (9 =g Yep=l

<
o
<
o
e
S Q

=B

Or \/% est positif car c'est une racine carrée et —= est aussi positif comme quotient de
4 Va

=== #
b Vb

Exercice 24 : Calculer A=+32x12 et BZE

24

Exercice 25 : Développer et réduire C=(3\/§—\/§)(2\/§+\/§) et D=(x/§—x/7)(\/§+\/ﬁ)

deux racines carrées donc \/

Attention: a+b#\Va+/b
Contre exemple : 16+9=125=5 et V16+/9=4+3=7%5

Exercice 26 : Ecrire /45 sous laforme avb ol aetb sontdeux entierset b le plus petit
possible.

Exercice 27 : Ecrire 542 sousla forme +a ol a estunentier

Exercice 28 : Calculer M:5@—2 \/§+\/€ et N:6\/§+\/E
VI. Les ensembles de nombres

1. Les nombres entiers naturels et relatifs

Définitions :
Un entier naturel est un nombre appartenant a I'ensemble noté IN={0;1;2;3;4;....}
Un entier relatif est un nombre appartenant a I'ensemble noté
Z={..;—4;-3;-2;-1;0;1;2;3;4;....}
Conventionnellement, un entier est un entier relatif sinon on précise entier naturel.

Remarque : la notation Z  provient de l'allemand « Zahlen » qui signifie « nombres »

Remarque : l'usage du Z  a été popularisé par le groupe de mathématiciens frangais Bourbaki au XXéme siécle.
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2. Les nombres décimaux et rationnels

Définition :

a
- un nombre décimal est un nombre de la forme o avec a€Z et n€N

a
L'ensemble des nombres décimaux est noté [D={ o avec a€Z et n€IN}

a
un hombre rationnel est un nombre de la forme 5 aveca €Z et beIN,b#0

a
L'ensemble des nombres rationnels est noté Q:{E avec a€Z et beIN,b#0}

7 7 1 1_2
. ——€lDet —=0,7 —€ID car —=—
Exemples 10 e 10 et c car =70

1
Propriété : 3 n‘est pas un nombre décimal

Démonstration exigible au programme :
On raisonne par I'absurde c'est a dire on va supposer que 3 est décimal et arriver a une
contradiction.

1 1
Supposons donc que 3 est décimal alors il existe a€IN et n€IN tels que 310

10"
1_a o
3= 10" donc 10"=3xa donc 3 est un diviseur de 10"
or 107=1000--0 4on¢ 1q somme des chiffres de 10" est égale a1 qui n'est pas un multiple de 3

n zéros

donc 10" n'est pas divisible par 3 d'otl la contradiction.

1 1
On déduit que I'hypothese que 3 est décimal est fausse donc 3 n'est pas décimal

3. Les nombres réels

Définition : Soit une droite munie d'une origine O et d'une graduation.
On peut repérer tout point de cette droite par un nombre appelé son abscisse.
L'ensemble de toutes les abscisses constitue I'ensemble des nombres réels noté R

A C O D B

-5.32 ﬁ T
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Remarque : on parle de nombres réels ou plus simplement de réels.

Propriété : Il existe des nombres qui ne sont pas des nombres rationnels comme /2 par exemple.

Démonstration exigible au programme :
Nous allons raisonner par 'absurde c'est & dire on va supposer que /2 est un quotient.

-_a a. .. ..
Il existe donc deux entiers relatifs aet b avec b#0 tels que \/2=E avec irréductible

On déduit que :
V2xb=a donc 2xb*=a® donc a’ estpairdonc a est pair donc a=2p avec pEN

On déduit que 2b°=(2p)’=4p® donc b*’=2p’ donc b’ estpairdonc b est pair
On déduit que aet b sont pairs donc tous les deux divisibles par 2 ce qui contredit que la fraction

a
b est irréductible donc I'hypothése que /2 est un rationnel est fausse. #

Définition : Un nombre réel qui n'est pas un nombre rationnel est appelé un nombre irrationnel

Exemples : \2:4/3;7 sont des nombres irrationnels.

Propriété :
Tout entier naturel est un entier relatif et relatif
Tout entier relatif est un nombre décimal
Tout nombre décimal est un nombre rationnel
Tout nombre rationnel est un nombre réel

NcZcIDcQcRR

Démonstration :
+  L'ensemble des entiers relatifs est composé de tous les entiers naturels et de leurs opposés
donc tout entier naturel est un entier relatif donc INcZ

- Sait A€Z | Onpeut écrire @=_ 7 donc a estunnombre décimal donc Z<ID

10°
b
- Soit a€lD donc a:1_0" avecb€Z etn€IN donc a estun nombre rationnel

donc IDcQ@Q
+  Les nombres réels étant I'ensemble de toutes les abscisses d'un axe gradué, on déduit que tout
nombre rationnel (et irrationnel) est un nombre réel

Conclusion : on a bien démontré que INcZcIDcQcR #
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Exercice 29 :
A laide des lettres IN;Z;ID;Q et R compléter :

10 *e... 4\2e... 852¢€... 0,0002x10°€...
Va9e... %e... 9 184 _
— Ze 12

Propriété : Pour tout nombre réel x il existe un nombre décimal d et un entier naturel n tels
que d<x<d+10 " . Onobtient un encadrement décimal duleréel x a 10" pres.

Exemple : 1,414<+2<1,415 est un encadrement décimal de /2 .
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